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拓扑四日谈

時枝正

魁北克大学数学系

C.P. 8888, succ. 中心城区
蒙特利尔 H3C 3P8, 加拿大
电子邮箱: tokieda@math.uqam.ca

摘要. 本文是 2000 年 12 月 Newton 研究所一系列共计四个报告的转
录, 面向的对象是一位流体动力学家和一位天体物理学家. 本文阐释了
如何使用两个最简单但很有用的拓扑工具 — 相交数和映射度.

1 用形变来解题

例 1.1 (Pólya). 让我们从一个趣题开始. 我们能够用不自交的曲线在
长方形 (a) 内部连接 AA′, BB′, CC ′ 吗?

如果我们像 (b) 那样连接 AA′, 似乎答案是否定的. 不过, 让我们假想
长方形是橡皮制作的, 可以形变 B 和 C 到 (c) 的位置:

形变之后, 非常容易在 (d) 上解决. 通过形变回到 (e), 我们就会得到最
原本问题的解答.
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很多困难问题的解决 (例如, 某些非线性偏微分方程的问题) 是非
形变敏感的, 因此可用形变这种拓扑方法来简化问题.

例 1.2. 对每个方阵 L, det eL = etrL.
这个恒等式有很多代数证明, 下面则是一个拓扑的论证. 首先, 这

个恒等式对可对角矩阵 L 是成立的: 如果记 λ1, . . . , λn 是对角化之后

的对角元, 两边都是 eλ1+...+λn . 而 “通常” 的矩阵是可对角化的: 可对
角矩阵的一个小的摄动还是可对角的, 并且每一个不可对角矩阵都是一
系列可对角矩阵的极限. (实际上, 若矩阵 L 的特征多项式是 χL, 只有
单根, 那么 L 是可对角化的, 并且 “通常” 的多项式都只有单根 — 当系
数发生摄动, 重根分解为单根. ) 为了对不可对角化的 L 证明这个恒等

式, 将其表达成可对角矩阵的极限; 等式对后者总成立, 于是根据连续
性也对 L 成立.

问题在 “通常” 的情形下逐渐容易上手, 接着我们只需要用连续性
靠近奇异的情况.

例 1.3 (Cayley-Hamilton). χL(L) = 0.

只需仿照上面的论证.

评注 1.4. 在1.2和1.3里, 论证依赖于在 C 上的假设, 因为这样才能将多
项式分解成线性因子. 但是最后的结果中的恒等式是 L 中位置的组合

关系, 所以他们在任何交换环上依旧正确.

格言 1.5. 形变问题, 着眼通常.

2 如何搭建流形

通常, 我们在应用中遇见的大部分光滑空间, 或曰流形, 是由一些
基本部件组装而成的.

零件 2.1.
n 维球 Dn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn|

∑
x2
k ≤ 1},

n− 1 维球面 Sn−1 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn|
∑

x2
k = 1},

单位区间 I = [0, 1].
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现代数学的语汇总是习惯性地区分球 (实心) 和球面 (只有外壳).

记号 2.2.
∂ 表示边界: Sn−1 = ∂Dn.
≃ 表示同胚, 即 “拓扑完全一样”: I ≃ D1.

由2.1的零件搭建复杂的空间有以下方法: 乘积, 商, 手术.

方法一: 乘积

例 2.3. n 维方块In = I × · · · I︸ ︷︷ ︸
n

≃ Dn.

例 2.4. n 维轮胎面Tn = S1 × · · ·S1︸ ︷︷ ︸
n

.

T 2 ≃ 马克杯 的表面 ≃ 纽成结的水管 .

评注 2.5. 在2.4, 纽成结的水管不能 “形变” 成 T 2. 同胚是弱的, 且相
比形变更加本原 (参见下面的3.9).

方法二: 商 (又名等同)

例 2.6. 在 Dn 中, 将 ∂Dn 的所有点等同起来:

Dn/∂Dn ≃ Sn.

例 2.7. 在 I2 中, 等同 (0, y)↔ (1, y) 和 (x, 0)↔ (x, 1):

I2/↔≃ T 2.

如果等同 (0, y)↔ (1, 1− y):
Möbius 带
(不可定向).

而等同 (0, y)↔ (1, y) 以及 (x, 0)↔ (−x, 1) 被称为Klein 瓶.
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问题 2.8. 如果我们将 Möbius 带从中间 (=1/2) 剪开, 会得到什么? 从
1/3 处剪开呢?

例 2.9. 在 Sn 中, 对极映射等同 x⃗↔ −x⃗ 之后会得到
RPn = Sn/↔, 实射影空间.

(在 n 是奇数时可定向, 偶数时不可定向)

用其他方式描述 RPn:
RPn = (Rn+1 \ 0)/ ∝, 其中 ∝ 表示共线, 即

RPn = {所有 Rn+1 中经过原点的直线}.

在 Dn 上, 对极地等同 ∂Dn(对比2.6) 就可得到 RPn.

忽视北半球 . 特别地, RP 1 ≃ S1.

例 2.10. 复射影空间CPn = (Cn+1 \ 0)/ ∝, 其中 ∝ 是复向量共线的等
同.

其他方法: 不用 z⃗ ∝ reiθ z⃗ 等同,我们先把 Cn+1\0限制到 S2n+1 =

{z⃗ ∈ Cn+1 : |z⃗| = 1}, 并且等同 z⃗ ∝ eiθ z⃗.

商映射.

∀p ∈ CPn

π−1(p) ≃ {eiθ : 0 ≤ θ < 2π}.
这就是 S2n+1 在 CPn 上以 S1

为纤维的Hopf 纤维.
这正是特征值都相等的简谐振子的自然几何模型.
CP 1 ≃ S2, Riemann 球.

方法三: 手术 (又名剪贴)
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例 2.11. T 2#T 2 (连通和)

剪 贴

是亏格为 g 的 Riemann 面, Σg = T 2# · · ·#T 2︸ ︷︷ ︸
g

; Σ0 =

S2.
俯视图

四面体管

例 2.12. ∂
(

Möbius 带

)
= S1 粘←→ S1 = ∂D2:

所以, 如果在 Σ0 \圆盘 去掉的圆盘上加一个盖子, 我们得到
S2 = S2#S2(S2 相当于运算 # 的零元), 但是对于 Möbius 带, 我们则
会得到 RP 2.

更一般地, 给 Σ0 \ g 个圆盘 黏上 g 个 Möbius 带可得 Ng (不可定
向曲面). 这个曲面似乎没有约定俗成的名字.

定理 2.13 (Möbius). 任何闭曲面 ≃ Σg 或 Ng 之一.

问题 2.14. 当你把两个 Möbius 带粘在一起时, 你必定会得到2.13分类
中的某个曲面, 是哪个呢? (换言之, 计算 RP 2#RP 2. ) 在任何曲面上
钻孔并放上圆盘或放上 Möbius 带会得到什么曲面? 试建立计算方法.

切割 Klein 瓶
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3 同伦

现在, 我们为两种形变赋予姓名: 一种允许自交, 另一种则不.

定义 3.1. 流形 M 的子流形 P0, P1 被称为在 M 上同伦, P0 ∼ P1 如

果他们可以连续地在 M 内互相形变 —通过允许自交的中间态 Pt.

侧记 3.2. 本文的上述 “定义” 是故意从面向数学家的形式准确定义中
简化而来. 希望能于此获得感觉层面的理解吸收.

例 3.3.

三叶纽结

自交

例 3.4.

G0 ∼ G1, 但在 T 2 内即使允许自交, G2 � G2.

定义 3.5. 如果形变能不通过自交得到, P0, P1 就在 M 上同痕.

例 3.6. 在3.3中, K0 和 K1 在 R3 中不同痕.

评注 3.7. 同伦和同痕的概念取决于底空间 M .
在3.3中, 如果我们把 M 换成 R4, K0 和 K1 就同痕了.(

通过拽到第四维; 实际上, 扭结的话题

只在三维流形中非平凡.
)

在3.4中, 如果 M = R3 , G1 和 G2 便同伦 (甚至同痕).

问题 3.8.

在 R3 中,这两个曲面
Σ2 是同伦的. 他们同
痕吗?
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总结 3.9.
同痕 =⇒同伦 ≠=⇒同胚

以上箭头反向是不对的. “同痕” 和 “同伦” 是外蕴概念 (3.7), 但 “同胚”
是内蕴的.

4 相交数

我们在这个报告中用到的所有拓扑工具都基于这样一个想法 — 几

何对象的相交与否, 以及聪明地计算相交的数量.

例 4.1. 下图中有多少交点? 在计算的时考虑方向.

+1−1+1 = +1

P ◦Q = +1 P ◦Q = −2 P ◦Q =?
+1

定义 4.2. 若流形 M 的子流形 P,Q 维数互补 (dimP + dimQ =

dimM),称 P,Q是横截的如果他们呈一个非零角度相交 (也称处在一般位置).

例 4.3. 在 M = R3 上,

横截 不横截
坏点

横截 不横截

原则 4.4. 横截的相交是 “通常的”: 他们在摄动下鲁棒1. 相反, 非横
截的相交不是 “通常的”: 在摄动下它们会变称横截的 (在4.3, (b)→(a),
(d)→(a) 或 (c)) 或消失 ((b)→(a) 如前所述).

评注 4.5. 对一般的流形 (不一定是互补的) 也有横截的概念; 不过我们
不需要.

对于 M 中合适的 P,Q, 我们期望 dim(P ∩Q) = dimP + dimQ−
dimM , 于是在4.2的背景下, P 和 Q 交一个离散 (零维) 的点集.

1原文: they are robust under perturbations.
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定义 4.6. 在一个可定向流形 M 上, 令 P,Q 是两个横截的子流形. P

和 Q 的相交数是

P ◦Q =
∑

x∈P∩Q

sgnx

其中 sgnx = +1 或 −1 取决于 P 和 Q 相交的方向 — 在此顺序下和

x 处 M 的定向相同与否.
如果 P,Q 不是横截的, 首先把他们 “振动” 到一般位置上再计算

P ◦Q.

推广 4.7. 在不可定向的情况, mod2 计数 (参见下方的4.14).

事实 4.8. P ◦Q = (−1)pqQ ◦ P , 其中 p = dimP, q = dimQ.
这是显然的? 例如说 P 的定向由 u1, . . . , up给出, Q的由 v1, . . . , vq

给出. 合计 P 和 Q 的定向是 u1, . . . , up, v1, . . . , vq, 但 Q 和 P 的定向

是 v1, . . . , vq, u1, . . . , up. 为了把前者调整成后者, 我们需要 pq 次对调.

定理 4.9. 相交数是同伦不变的: 如果 Q0 ∼ Q1, 那么 P ◦Q0 = P ◦Q1.
特别地, 在4.6里, P ◦Q 不依赖我们 “振动” 的方式.

证明. 用4.4, 当 Qt 与 P 横截时, P ◦Qt 不会变. 当我们
陷入不横截的瞬间, 或增加或消去一对符号相反的相交
点.

+1− 1 P ◦Q =? 0

所以 P ◦Qt 依旧不变.

注释 4.10. 需要 P 和 Q 的闭性来保证相交不会从边界消解相消.

横截, 应该是 ±1 啊!

评注 4.11. 可能发生 P ◦Q = 0, 但 P 和 Q 并不在同伦意义可以 “解
开”.
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当然, 如果它们可以 “解开”,
那么 P ◦Q = 0.

−1 + 1 = 0

定理 4.12. 在 Rn 中, 闭流形总是可以 “解开” 的, 所以相交数是 0.

证明.

同伦地挪开 或者

小小的 (≡ω≡)

把其中一个闭

流形缩小.

推论 4.13. 每个 Rn 的闭超曲面 H(维数是 n− 1) 将 Rn 分成两部分.

n = 2给出 Jordan曲
线定理. 这是不尽显
然的:

证明. 否则, H 两侧两个相近的点 x, y 可以用不

穿过 H 的曲线相连. 给 x 和 y 之间搭桥构成一

个圈 γ. 那么 γ ◦H = ±1, 违背了4.12.

注释 4.14. 即使 H 不可定向, 我们的证明可用 mod2 理论继续 (4.7).
4.13表明所有 Rn 的闭曲面都有两面, 于是可定向.

4.12和4.13在 Sn 上也成立 (n ≥ 2), 只需利用 “缩离” 法, 参
见4.12的第二个证明.

例 4.15. RP 2, 是不可定向的 (2.9), 不能在 R3 中不自交地实现.
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将高维流形描写成漂浮在某个空间中是诱人的. 4.14说明我们必须
当心. 我们需要多少扭曲的空间来令我们的描绘合法?

定理 4.16 (Whitney). 每个 n 维闭曲面可以实现为 R2n 的子流形.

5 不动点定理

解任何一类方程 (微分方程, 整数方程, 代数方程, …) 通过如下的
套路可归结于找不动点:

解f(x) = 0 ⇐⇒ 为x 7→ x+ f(x)找不动点

而不动点问题最终可被转译为相交理论.

例 5.1. 假设 f 连续且在 I 上 −x ≤ f(x) ≤ 1 − x. f(x) = 0 可解吗?

貌似是对的.

或者说, x 7→ x + f(x) 将 I 映入 I. 并且一个
I → I 的连续映射必有不动点, 因为其图像Γ(f)

与对角线∆I = {(x, x)|x ∈ I} ⊆ I × I 相交.

诀窍 5.2. 5.1的过程是典范的. 为了解 f(x) = 0:
(1) 得到 f 的一个先验估计;
(2) 用 (1) 来决定集合上 x 7→ x+ f(x) 的行为;
(3) 使用某个不动点定理 (确定 ∆ ∩ Γ(f)).

例 5.3.
Γ(S1 上角度为 α mod 2π 的旋转)
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没有不动点

Γ(z 7→ zn在 S1 ⊆ C 上)

n− 1 个不动点

宣 5.4. 现在起, 我们假设 M 闭且可定向. 于是 M ×M 也如是.

定义 5.5. 映射 f : M →M 的图像 Γ(f) 与 ∆M 横截, 则称为通常的.

定义 5.6. 把一个通常的 f 写作坐标


f1(x1, . . . , xn)

...
fn(x1, . . . , xn)

. f 的Lefschetz 数是

L(f) =
∑

x是f的不动丶

sgn det
(
∂fi
∂xj
− δij

)
x

.

例 5.7. L

(
S1 → S1

z 7−→ zn

)
= n− 1.

定理 5.8 (Lefschetz). 如果 f 是横截的, 那么 L(f) = ∆M ◦ Γ(f).

证明. 在 1 维
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这对应于
df
dx − 1 > 0.

这对应于
df
dx − 1 < 0.

推论 5.9. 如果 f : M → M 可以形变成常数映射 f0 : M → y0, 那么
L(f) = (−1)(dimM)2 那么 f 有不动点.

证明. Γ(f) ∼ Γ(f0), 所以根据4.9, 5.8, 4.8,

L(f) = ∆M ◦ Γ(f) = (−1)dim M2

Γ(f) ◦∆M︸ ︷︷ ︸
+1

.

推论 5.10 (Brouwer). 每一个连续映射 f : Dn → Dn 都有不动点.

证明. 把 Dn 看做 Sn 的南半球并考虑南北半球的对叠:

复合映射 Sn g→ Dn f→ Dn 包含−→ Sn 是可形变成一个常映射的 (例如, 把
f(Dn) 缩到南极点). 根据5.9, 有坐落在南半球的不动点, 同样也被 f

固定住.

警告 5.11. 我们看到, Dn 包含了所有边界点 (2.1), 5.10对开球并不对.

dim 1 : x 7→ x+ 1

2
.
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例 5.12 (Perron-Frobenius). 一个方阵如果所有
位置都是正数一定有一个每一位都是正数的特征

向量. 因为这诱导了一个第一象限的映射, 于是投
射到 {(x1, . . . , xn) ∈ Rn|每个xk ≥ 0,

∑
xk = 1},

这是同胚于 Dn−1 的.

例 5.13 (Poincaré 回归映射).

任何 Dn × S1 上的流 (当 n = 2, 是实心轮
胎) 如果每处皆有围绕着 S1 呈非零角度的

速度, 则必定具有一个周期轨道.

6 向量场的平衡点

向量场和他们的平衡点 (停滞的点) 是流体力学的基本知识. 我们
要转译成相交理论来研究他们. 本节和第5节平行.

回忆 6.1. 流形 M 上的向量丛是流形 TM =
∪

x∈M TxM , 其中 TxM

是 M 在 x 处的切空间, 带着局部乘积拓扑. (不必害怕此等术语. )

图片 6.2.

局部乘积 (会画作正交于 M) 未必
是整体的. 一个 TM 的点是点对

(x,v), 其中 x ∈M , v ∈ TxM .

dimTM = 2 dimM.

评注 6.3. 一个 M 上的向量场 v 可以看成一个映射

v :
M −→ TM

x 7−→ (x,v(x)).

其图像 Γ(v) 与零截面Γ(0) ≃M 交在那些 v = 0 的点, 即平衡点.
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宣 6.4. 现在起我们假设 M 闭且可定向. 此时 TM 也可定向 (但是在
“垂直方向” 敞开 (参见6.2)).

定义 6.5. 一个向量场 v 如果其图像 Γ(v) 与 Γ(0) 横截则称为通常的.

定义 6.6. 把一个通常的 v 写成坐标作


v1(x1, . . . , xn)

...
vn(x1, . . . , xn)

. v 在平

衡点 x 的指数是

indexv(x) = sgn det
(
∂vi
∂xj

)
x

.

例 6.7.

源点:
指数 = +1

汇点:
指数 = +1

鞍点:
指数 = −1

中心点:

不是通常的, 振动后会变成 或 指数皆为 1.

定理 6.8. 如果 v 是通常的向量场, 那么∑
x是v的平衡丶

indexv(x) = Γ(0) ◦ Γ(v).

证明. 维数是 1 时.

这对应到 , 即 dv
dx > 0.

这对应到 , 即 dv
dx > 0.

推论 6.9.
∑

x是v的平衡丶 indexv(x) 与 v 无关, 只和 M 有关.
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证明. 运用4.9: 任何两个向量场 v,w, 可以通过 (1− t)v(x) + tw(x) 互

相形变, 所以 Γ(v) ∼ Γ(w).

推论 6.10. 如果 dimM = 奇数, 那么
∑

x是v的平衡丶 indexv(x) = 0.

证明. 根据4.8, 因为 Γ(v) ∼ Γ(0),

(−1)(dimM)2Γ(v) ◦ Γ(0) = Γ(0) ◦ Γ(v) = Γ(v) ◦ Γ(0).

定义 6.11. 已知一个 n 维流形 M , 将其三角剖分成 β0 个顶点, β1 个

边, β2 个面, …, βn 个 n 维单纯形. (在物理应用中, 流形都是可三角剖
分的. )M 的Euler 示性数是

χ(M) =
n∑

k=0

(−1)kβk.

例 6.12.
χ(S1) = χ( ) = 3− 3 = 0. 一般地, χ(S奇) = 0.

χ(S2) = χ( ) = 4− 6 + 4 = 2. 一般地, χ(S偶) = 2.
χ(Σg) = 2− 2g, χ(Tn) = 0, χ(CPn) = n+ 1.

定理 6.13 (Hopf). 对于流形 M 上通常的向量场 v∑
x是v的平衡丶

indexv(x) = χ(M)

特别地, χ(M) 是与三角剖分是无关的, 且关于平衡点的求和与 v 无关.

证明. 在维数 2 的情况. 三角剖分 M , 并且在
上面搭建如下向量场: 在每个顶点上放置源
点, 每条边中点上放置鞍点, 每个面中点放置
一个汇点. 根据6.7, 源点和汇点对指数的贡献
是 +1, 鞍点是 −1.

问题 6.14. 通过检查高度函数的梯度流, 寻找 χ(Σg) (参见6.12).

推论 6.15. 对于通常的 v, v 的平衡点的数目
≥ |χ(M)|; 例如 S偶 不能有处处非零的向量场.
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问题 6.16. 在 S奇 上构造一个处处非零的向量场.

问题 6.17. S4 上能否就有一个没有奇点的 Minkowski 度量?

推论 6.18. 对于奇数维, 闭, 可定向流形 M , χ(M) = 0.

证明. 结合6.10和6.13.

7 映射度

我们一度研究了解和平衡点的存在性 (第5节和第6节), 下一个问题
是数他们的数量.

例 7.1.

deg = +2

映射 “绕两圈”

deg = −3

映射 “反绕三圈”

deg = +1

“本质上” 绕一圈

deg = 0

映射度 = 计符号的原像的数目.

定义 7.2. 令 f : M → N 是一个同维数闭可定向流形之间的映射. 假
设 y0 ∈ N 是 f 的一个正则值, 即在每个原像处 det(∂f/∂x) ̸= 0. f

的映射度是

deg f =
∑

x∈f−1(y0)

sgn det
(
∂f

∂x

)
x

评注 7.3. Sard有一个定理确保对每一个光滑的 f ,体积{f 的正则值} =
体积N ; 换言之, 如果我们随意地在 N 上挑选值, 挑到正则值的概率是
1. 所以有很多正则值可供选择.
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注意到根据7.2的话,一个 f 值域外的点自动 (用数学家的话说, “无
中生有地”2) 是正则值.

定理 7.4. deg 与正则值 y0 的选择无关, 且是同伦不变的.

证明. 记 f0 为常映射 M → y0, deg f 无非是 Γ(f0) ◦ Γ(f). 根据4.9, 断
言成立.

例 7.5.
在 上有三个原像, 符号分别是 +1,−1,+1.
在 上都不正则.
(按, 面积( ) = 0 如同 Sard 所预言的. )
其他地方有一个符号是 +1 的原像.

所以 deg = +1.

例 7.6.

例 7.7. Sn上的对极映射保持定向当且仅当 n =奇数. 所以 det(对极映射) =

(−1)n+1. 根据7.4和6.16, 对极映射可形变称恒等映射当且仅当 n =

奇数.

推广 7.8. 在不可定向的情况, mod2 计数 (参见4.7).

推论 7.9 (Gauss). 每个多项式 f(z) = anz
n + . . .+ a1z + a0, n > 0 都

在 C 上有根.

证明. 因为 limz→∞ f(z) = ∞, f 可延拓成一个 C ∪ {∞} ≃ CP 1 ≃ S2

到 S2 的映射. 现在, 将 f 形变成 g(z) = zn 通过 tg(z) + (1 − t)f(z).
根据7.4, deg f = deg g = n(所有非 0 非 ∞ 值都正则), 所以 0 必有原

像.
2原文: ‘vacuously’, as mathematicians say.
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评注 7.10. 所以, 多项式代数次数 = 映射度.

注释 7.11. 在7.9的证明中, 我们为什么不将 f 通过 th(z) + (1− t)f(z)

形变成任意一个 h(z) 呢? 因为如果 h 和 f 的首项系数不同, 形变过程
中会导致 ∞ 处的不连续.

mod2 计数 (7.8) 仅可探测 n ≡ 0 mod 2, 即 n = 奇数的情形.

8 Gauss 映射
我们最后展示映射度理论在曲面的微分几何中的运用.

定义 8.1. 令 v 是一个定义在 Rn 某个超曲面 H 附近的非零向量场,
记

G =
v
|v| : H −→ Sn−1 (Gauss 映射)

定义 v 在 H 上的度 degH v = degG.

例 8.2. 在 R2 中,

deg = +1 +1 −1 0

例 8.3. 在 R3 中, v = H 的外法向量,

这里每部分贡献了 +1

这部分是 −1

deg = +1 + 1− 1 = +1

定理 8.4 (再度 Brouwer(见5.10)). 每一个 f : Dn → Dn 的连续映射都

有不动点.
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证明. 在 Dn 上搭建一个向量场 v, 使得 v(x) 是
x 到 f(x) 的连线. 没有不动点意味着 v ̸= 0

处处成立. 在 ∂Dn 上, v 处处指向内部, 所以
deg∂Dn v ̸= 0(其实 = (−1)n, 根据7.7). 现在, 将
∂Dn 缩小成一个小的 n− 1 维球 S ⊆ Dn. 如果 S

足够小, v 在 S 上几近平行, 所以 degS v = 0. 违
背了同伦不变性 (7.4).

事实 8.5. Sn−1 的标准体积元可写成

Ω =

n∑
k=1

(−1)kxkdx1 ∧ · · · ∧�dxk ∧ · · · ∧ dxn.

(体积(Sn−1) =
∫
Sn−1 Ω = 2

√
π
n/

Γ(n/2), 如果硬要知道的话. )

定理 8.6. 如果 v 是 Rn 某个超平面 H 的单位外法向量, 那么

degH v =
1

体积(Sn−1)

∫
H

Kdσ,

其中 K = H 的 Gauss 曲率 (主曲
率的乘积), dσ = H 上诱导自 Rn

欧式度量的 (n− 1) 维的体积元.

K 大:
法向量分散

K 小:
法向量整齐

证明.

degH v =
degG
体(Sn−1)

∫
Sn−1

Ω =
1

体(Sn−1)

∫
H

G∗Ω =
1

体(Sn−1)

∫
H

Kdσ;

第二个等号是根据变元替换的 Jacobi 公式. (
∫
Sn−1 Ω =

∫
H
G∗Ω 如果

G 是 1 对 1 的, 但是现在 G 是 degG 对 1 的).

回忆 8.7. 对于被 
x1(s1, . . . , sn−1)

...
xn(s2, . . . , sn)
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参数化的 H, 有

dσ =
√
| det(gij)|ds1 ∧ . . . ∧ dsn−1, gij =

∂

∂si


x1

...
xn

 ∂

∂sj


x1

...
xn


例 8.8. 对于 R2 中的回路 γ, degγ v = 1

2π

∫
γ
Kds = γ 的旋转数.

转数 = +1

推论 8.9 (Gauss-Bonnet). 1
2π

∫
Σg

Kdσ = χ(Σg)

证明. 根据同伦不变性 (7.4),可将 Σg 形变

到图示位置, 这不会改变 degG, 所以8.6的
积分也不变. 而 v北 是 G 一个正则值, 其
原像是极大值点和 g 个 “朝上” 的鞍点. 根
据8.3,他们对 degG的贡献分别是 +1,−1.
所以根据8.6和6.12,

1

4π

∫
Σg

Kdσ = 1− g =
χ(Σg)

2

评注 8.10. 我们对 Σg ⊆ R3 得到了8.9, 但是可以证明, 即使在 Σg 的

度量并非诱导自嵌入欧式空间的情形也是正确的.

推论 8.11. 亏格为 g 的 Σg(或 g = 0, g = 1) 不能有一个处处正曲率
(或处处非零, 取负) 的度量.

9 推荐阅读

一本和本报告同等水平的好书是 [4]. [3] 则是系统的教材. [5] 是
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[2] 则更权威且覆盖更多. 对于流体力学家, 这四天报告的一个后续话题
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