
集合论, 拓扑与代数初步

刘守民 熊锐

2019 年 8 月 23 日





目录

目录 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i
引言 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v
关于本书 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vii

第一部分 朴素集合论 1

第一章 集合的基本概念 3
1.1 集合, 元素 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 子集, 幂集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 集合的运算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4 Cartesius 积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.5 Russell 悖论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

第二章 映射 16
2.1 映射的定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2 映射的运算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.3 交换图 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.4 运算与运算律 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

第三章 集合的基数 38
3.1 基数的定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

i



3.2 基数的比较 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.3 三条定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.4 Cantor 悖论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

第四章 关系 54
4.1 关系的定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.2 关系的运算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.3 关系的闭包 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

第五章 等价关系与偏序关系 66
5.1 等价关系与划分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
5.2 等价关系与映射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
5.3 偏序关系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
5.4 Zorn 引理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

注记 89

第二部分 拓扑结构 95

第六章 拓扑的基本概念 97
6.1 拓扑的定义和例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
6.2 子空间, 商空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
6.3 连续映射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
6.4 生成的拓扑 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
6.5 乘积拓扑 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
6.6 度量空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

第七章 分离公理和可数公理 137
7.1 分离公理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
7.2 分离公理的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
7.3 可数公理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

ii



7.4 可数公理的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

第八章 拓扑性质 154
8.1 紧致的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
8.2 紧致的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
8.3 连通的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
8.4 连通的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

注记 173

第三部分 代数结构 179

第九章 群的基本概念 181
9.1 群的定义和例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
9.2 子群与商群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
9.3 生成的子群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
9.4 同态与同构 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
9.5 群的直积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
9.6 对称群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
9.7 群作用简介 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

第十章 环的基本概念 221
10.1 环的定义和例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
10.2 子环与商环 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228
10.3 环同态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232
10.4 环的直积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234
10.5 多项式环 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239
10.6 模简介 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245

第十一章 域的初步介绍 248

iii



注记 253

第四部分 偏序结构 259

第十二章 偏序集的基本概念 261
12.1 偏序集的定义和例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261
12.2 链条件与良序集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264
12.3 偏序集的映射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269
12.4 偏序集的直积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276

第十三章 格的基本概念 280
13.1 格的定义与例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280
13.2 子格, 理想与滤子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287
13.3 同态, 同构 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291

第十四章 更多的格 293
14.1 完备格 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293
14.2 模格 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296
14.3 分配格 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299
14.4 Boole 代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301

注记 305

附录 311
补充 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312
插图 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314
逻辑符号 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317
字母表 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 318
参考文献 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 320
索引 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326

iv



引言

本书包含集合论, 拓扑以及代数的初等知识, 可适合于数学专业一二
年级的本科生学习, 或计算机专业作为离散数学课程的教材, 也可供一些
数学爱好者以及研究者作为一个基本的手册使用.
当一个高中生刚刚进入大学数学专业学习时, 最先学习到的是数学分

析和高等代数的课程. 由于大学数学专业课程的设置, 很多教师在遇到一
些基本的拓扑和抽象代数的概念时, 都只是简单提一下, 然后匆匆的进入
相应知识的传授. 很多低年级同学对于这些概念都会产生似懂非懂, 似是
而非的感觉. 低年级的任课教师也会觉得这是高年级的课程, 也没有花时
间去阐述这些内容. 但是这些跳跃会大大影响学生对教师所讲授课程的理
解, 有时也会对这些知识产生一些畏惧心理. 有些学生为了学习这些基本
概念会查阅很多书籍资料, 书籍资料也不一定考虑这些低年级本科生的知
识储备, 学生也难以在短时间内掌握这些知识. 所以编写一本有利于学生
在短时间内学习和掌握这些知识的图书, 对于低年级本科生的学习十分有
帮助.
本书两位作者对于这个问题进行过多次交流. 两位作者也曾分别作为

高等代数的任课老师和助教, 用这本书的内容在山东大学泰山学堂进行了
实验教学. 泰山学堂作为我国拔尖人才培养的基地之一, 为我们教学改革
和教学尝试提供了很好的试验田. 我们在教授高等代数的同时, 穿插讲授
本书知识, 使得我们教学效果大大改善. 很多同学在学习这本书之后, 对
于低年级的基本知识理解的更加透彻了, 同时也消除了对高年级课程的恐
惧感. 泰山学堂是国家教育部拔尖计划的实施单位, 本书作者之一在此教



学单位长期从事本科教学活动, 深切感受到本科一二年级学生在学习各种
理论知识的同时, 同时需要加强基本逻辑和基础知识的严格训练, 同时也
感受到同学对于此类知识和训练的需求和渴望. 所以本着这个目的, 我们
将这些基础知识成书以飨读者. 本书在撰写过程, 大量使用了插图, 使得
枯燥无味的数学变得栩栩如生. 本书同时也使用了很多贴近生活的语言,
使得抽象难懂的数学变得平易近人. 本书中列举了很多生动有趣的例子,
从而使艰深晦涩的数学概念变得更加容易掌握.
本书在编写和出版过程中获得教育部高教司基础学科拔尖学生培养

实验计划的资助, 对此我们表示感谢.

刘守民 熊锐

于山东大学泰山学堂
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关于本书

本书的目的 是介绍基本的集合论, 拓扑结构, 代数结构, 偏序结构这些
“数学常识”, 以便为读者继续学习扫清障碍, 故更多地呈现语言性, 常识性
的概念. 同时也呈现数学的标准语言, 防止读者误入歧途.

本书的受众 被设定为至少有一学期本科学习经历的低年级的学生, 因
此, 数学分析 (高等数学) 和高等代数 (线性代数) 的基本常识都被认为已
知. 同时, 由于选材的相似性, 也可作为计算机 “离散数学” 课程的参考.
当然, 任何人都可将本书作为参考.

本书的简史. 本书的初稿于 2016 年 11 月 19 日问世. 在 2017 年 2 月
19 日, 经过林吉祥的检查, 改正了大量笔误. 同年 3 月, 习题被分为习题,
问题, 刁题三个档次. 同年 4 月, 提示被调整为灰色. 同年 5 月, 页面大小
调整为 A5. 2017 年 12 月 15 日到 2018 年 02 月 20 日将原书全部重写了
一遍. 在此期间, 范畴论加入又被删去, 群作用曾经单辟一章, 现在已经变
成一节, 完备格一章的闭包映射被提前提及, 完备格也因此成为一节, 总体
结构变化不大.

本书的结构. 本书分为四个部分, 每个部分都有注记声明来源和参考文
献. 最后的附录中有字母表符号表等可供读者参考. 每章配有导言, 大体
介绍每章内容. 定义中的概念用粗体标记, 定理, 证明, 评注等条目不必
说, 前面配有危险标志�的补充是可以暂时跳过的条目, 尽管这会错过很



多乐趣, 在附录中有补充条目的目录. 每节配有习题, 有三种习题: 习题表
示比较容易的习题; 问题表示比较困难的习题; 配有骷髅标志A的刁题则
是超出本书所设定的范围，但比较有趣的题, 即使做出来也不会增加对本
书内容的理解或是过于困难. 本书中稍有困难的问题都配有提示, 在本书
中提示是淡色的, 视力极好的读者也不能直接看清, 这可以防止有兴趣的
读者立刻丧失挑战的兴趣, 也可以防止长时间思考之后丧失求知的乐趣.
内容上, 关系图如下.

第一部分

朴素集合论
→



第二部分

拓扑结构

第三部分

代数结构

第四部分

偏序结构

后三部分原则上不互相影响, 最多在习题中按照行文顺序有所照应. 因此
希望了解某一块知识的读者大可在了解第一部分知识和记号之后直接跳

到相应章节, 不必拘泥于固有顺序.

引用的网站. 在网络日益发达的现代, 很多时候有趣的问题和专
业的介绍可以从网络获得, 在本书中, wiki表示维基百科 https://en.
wikipedia.org/wiki/; mo表示 MathOverflow https://mathoverflow.
net/; MSE表示MathStackExchange https://math.stackexchange.com/.
后接数字只要在网址后加入同样的数字即可访问.

一些统计. 本书共338页, 插图共69张. 定理, 命题, 引理和推论共159目,
证明和解共133目. 定义157目, 例子122目, 补充43目. 习题下共有306道题,
其中习题共180道, 问题共78道, 刁题共48道, 共提示了222次.

∼ 致谢 ∼
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第一部分

朴素集合论
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导言

集合, 被认为是数学中最为基础的概念, 除了一些数理逻辑的分支, 其
他分支几乎都建立在集合的语言之上. 诚然, 集合绝不是最为古老的数学
分支, 但最终现代数学的各个分支纷纷指向集合来搭建基础, 这说明集合
是掌握现代数学的一条必经之路.
如此基础的概念, 读者高中早就接触过, 经过读者怀念的高中岁月, 想

必读者已经相当熟悉集合的基本操作. 本部分会尽快完成对高中读者所熟
知的内容的介绍, 以留足时间补充更多关于集合论的 “常识”, 以弥补中学
集合论避而不谈的尴尬, 缺乏一般的缺憾, 以及回避无限的空缺.
我们不打算在这么一本又小又面向本科一年级的书中建立起严格的

公理集合论体系. 退而求其次, 我们要掌握朴素集合论的基本结构, 以及
Zorn 引理, 这是 ZFC 体系最常用的推论.
本部分有五章. 第一章首先是集合的基本内容. 第二章是映射, 映射

是连接集合的桥梁, 当中蕴含了集合的关键信息. 另外, 其中附带有对运
算的讨论. 然后, 第三是读者可能在各种 “科普” 中就知道的 “基数” 的概
念, 我们将讨论得更深入一些. 最后, 第四和五章是关于关系和两种非常
重要的关系的讨论, 这对于一些读者来说将是全新的.

2



第一章 集合的基本概念

本章是对集合本身的讨论. 讨论了基本的概念和构造, 集合的元素,
子集, 包含, 以及交并补积, 这些都是数学中最为基本的构造手段.

1.1 集合, 元素

定义 1.1 (Cantor) 集合 (set)意谓吾人感知或思想中一些确定的, 并且
相互区别的对象汇集而成的整体, 这些对象称为该集合的元素 (elemen-
t) . (A set is a gathering together into a whole of definite, distinct objects
of our perception or of our thought, which are called elements of the set.)

定义 1.2 若 x 是集合 A 的元素, 称 x属于 (belong to)A, 记为 x ∈ A.
否则记为 x /∈ A.

以上是 Cantor 于 1895 年的论文中对集合下的 “定义”. 当然, 严格来
说, 上述描述并不是一个严格意义上的 “定义”, 不过, 我们也无需对此多
加追究, 否则将陷入大量复杂的形式数学.
以上 “定义” 揭示了集合的三个性质, 确定性, 互异性, 无序性, 读者

已经熟知, 无需多谈.

约定 1.3 对于几个常用的集合, 以 N 或 Z≥0 表示非负整数集, N∗ 或 Z>0

表示正整数集, Z 表示整数集, Q 表示实有理数集, R 表示实数集, C 表示
复数集.

3



4 第一章 集合的基本概念

下面需要解决的问题在于如何表示出一个集合. 有列举法, 描述法两
种方法.
列举法即将集合中的元素列举出来, 若是完全列举, 需要是有限集合,

若采用不完全列举, 列举必要的元素以揭示规律后便以省略号略过剩余的
元素. 不过, 我们将在第三章看到, 并非所有集合的元素都可以被 “列” 出
来.
描述法则是将集合中元素所具有的性质的全体收集起来, 其标准形式

是

A = {x ∈ U |p(x)} 或A = {x ∈ U : p(x)} p(x) 表示 x 具有性质 p

因此, 下列等价的命题可以作为定义一个集合的方式

x ∈ A ⇐⇒ p(x)

依据以上方法, 我们可以自然地给两个集合相等下定义.

定义 1.4 称两个集合 A,B 相等, 如果

x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B

在本小节的最后, 我们再约定两个以后常用的概念.

定义 1.5 定义空集 (null set, empty set, nonvoid set)∅ 为没有任何
元素的集合.

定义 1.6 对于有限集合 A, 称 A 的元素个数为集合 A 的基数 (cardi-
nal)或阶 (order) , 记为 |A|, card(A) 或 #A. 除此之外, 约定 |∅| = 0,
无限集合 A, 形式地记 |A| = ∞.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

问题 1.1 空集也可以也可被描述法描绘, 为

∅ = {x : x ̸= x}

依此证明: 空集是唯一的. (提示: 那么, 什么是唯一的呢? 就是有两个空
集, 则这两个空集相等. )
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1.2 子集, 幂集

定义 1.7 (子集) 若 ∀x ∈ B, x ∈ A, 则称 B 是 A 的子集 (subset) , A包
含B, B包含于A, 记为 B ⊆ A.
若还有 A ̸= B, 则称 B 是 A的真 (proper) 子集 , A真包含B, B真

包含于A, 记为 B ⊂ A.
除此之外, 定义 ∅ 是任何集合的子集.

命题 1.8 对有限集合 A, 若 B ⊆ A, 则 |B| ≤ |A|.

在现代的记号中, 常用 ⊂ 表示包含, ( 或 & 表示真包含, 不过我们不
采用会在本书中引起混乱的记号.

定义 1.9 (幂集) 已知集合 A, A 的所有子集组成的集合

{X|X ⊆ A}

为 A 的幂集 (power set) , 记为 2A 或 P (A).

命题 1.10 已知有限集 A, |2A| = 2|A|.

� 补充 1.11 对于一个集合 X, 任何子集 A ⊆ X 定义其特征函数 1

χA : X −→ {0, 1} x 7−→

1, x ∈ A

0, x /∈ A

而特征函数完全决定了子集 A, 即

A = {x ∈ X : χA(x) = 1}

反之,任何一个 X 到 {0, 1}的函数 χ也都通过 χ−1(1) = {x ∈ X : χ(x) =

1}, 决定了一个子集, 且这个子集的特征函数就是 χ 本身, 这意味着如下
1读者可能会抱怨, 我们目前还没有讲过函数. 那么, 请读者仔细回味一下高中的美好时光, 而不要局

限在这本书里.
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是一一对应

2X //oo {X 到 {0, 1} 的映射}
A � // χA

χ−1(1) oo � χ

这启示我们可以直接将特征函数和子集等同起来.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 1.2 请读者用熟练的计数原理证明 (1.10).

习题 1.3 若 A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ . . . ⊆ An = A1, 求证:

A1 = A2 = . . . = An

习题 1.4 在集合 X 中, 求证:

A ⊆ B ⇐⇒ ∀x ∈ X,χA(x) ≤ χB(x)

1.3 集合的运算

定义 1.12 (交, 并) 已知集合 A,B, 定义交 (intersection) , 并 (u-
nion) ,

A ∩B = {x|x ∈ A, x ∈ B}
A ∪B = {x|x ∈ A 或x ∈ B}

特别地, 若 A ∩B = ∅, 记 A ∪B = A ⊔B, 称为无交并 . 2

定义 1.13 (差, 补) 已知集合 A,B, 定义差集

A−B 或A \B = {x|x ∈ A, x /∈ B}

特别地, 若有一个默认的全集U , 记 U \ A = Ac, 称为 A 的补集 (com-
plement) .

2这里无交并的记号类似线性代数中直和的记号, 一旦写出就意味着其无交.
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补集有时也记为 {A.
集合的交并差补, 看做是集合的运算. 关于运算, 最为重要的话题是

运算具有何种运算律, 如下的命题便呈现了集合运算的丰富性质.

命题 1.14 在全集 U 下, A,B,C ∈ 2U , 交并补具有如下性质

(1) A ∩B = B ∩A. (交换律)

A ∪B = B ∪A.

(2) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C). (结合律)

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C).

(3) A ∩A = A. (幂等律)

A ∪A = A.

(4) (A ∪B) ∩A = A. (吸收律)

(A ∩B) ∪A = A.

(5) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C). (分配律)

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

(6) ∅ ∩A = ∅. (零律)

∅ ∪A = A.

(7) U ∩A = A. (幺律)

U ∪A = U .

(8) A ∩Ac = ∅. (补律)

A ∪Ac = U .

(9) (Ac)c = A. (逆律)

(10) (A ∩B)c = Ac ∪Bc. (De Morgan 律)

(A ∪B)c = Ac ∩Bc.
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证明 所有的证明无非上诉至逻辑层面, 上述命题实际上是逻辑算符的运
算. �
如我们在数学中常做的, 我们可以根据两个的情况使用归纳法推出有

限个的情况.

定义 1.15 (有限交, 有限并) 已知集合 A1, A2, . . . , An, 可以递归地定义
有限个集合的交, 并如下

A1 ∩A2 ∩A3 ∩ . . . ∩An = (A1 ∩A2) ∩A3 ∩ . . . ∩An

A1 ∪A2 ∪A3 ∪ . . . ∪An = (A1 ∪A2) ∪A3 ∪ . . . ∪An

化为 n− 1 的情况.

对于一般情况, 我们使用指标集 (即带有指标的集合族) 来标明不同
的集合. 此时, 在不能使用归纳法去定义的情形下, 我们另寻他路, 使得这
种定义方式相容于有限情况.

定义 1.16 (一般交, 一般并) 已知一族集合 {Ai}i∈I , I 为指标集, 定义∪
{Ai}i∈I =

∪
i∈I

Ai = {x : ∃i ∈ I, s. t. x ∈ Ai}∩
{Ai}i∈I =

∩
i∈I

Ai = {x : ∀i ∈ I, x ∈ Ai}

同样特别地, 若任意 i ̸= j ∈ I 都有 Ai ∩Aj = ∅, 则记∪
i∈I

Ai =
⊔
i∈I

Ai

称为无交并.

容易验证, 对于无穷的交并的情形, (1.14) 的分配律, De Morgan 律也
可以自然地推广到无穷情形, 如下所示.

B ∩

(∪
i∈I

Ai

)
=
∪
i∈I

(B ∩Ai) B ∪

(∩
i∈I

Ai

)
=
∩
i∈I

(B ∪Ai)

(∪
i∈I

Ai

)c

=
∩
i∈I

Ac
i

(∩
i∈I

Ai

)c

=
∪
i∈I

Ac
i
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� 补充 1.17 回忆特征函数 (1.11), 实际上这些集合运算反映在特征函数上
有非常好的性质. 对于 U 的子集族 {Xi}i∈I ⊆ 2U , 记 χi 为 Xi 特征函数,
π 为

∩
i∈I Xi 的特征函数, µ 为

∪
i∈I Xi 特征函数, 则任意 x ∈ U ,

π(x) = min{χi(x) : i ∈ I} µ(x) = max{χi(x) : i ∈ I}

再对于 X ⊆ U , 有
χXc = 1− χX

其中 χX 和 χXc 分别是 X 和 Xc 的特征函数.

一种重要的直观化工具是Venn 图 , 可以将集合之间的关系表示得直
观清楚, 相信读者已经熟知, 如图1.1所示.

A B

B ⊆ A

BA

A ∩B

BA

A ∪B

A B

A−B

A

Ac

UU U

UU

BA

A⊕B

U

图 1.1: Venn 图

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 1.5 已知集合 A,B, 验证:
(1) 若 X ⊆ A,X ⊆ B, 则 X ⊆ A ∩B;
(2) 若 A ⊆ X,B ⊆ X, 则 A ∪B ⊆ X.
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习题 1.6 若 A ∩ C ⊆ B ∩ C,A ∪ C ⊆ B ∪ C, 则 A ⊆ B. (提示: 如
果, 有足够的兴致的话, 可以尝试仅通过 (1.14) 的运算律来论证, 例如,
A = A∪ (A∩C) ⊆ A∪ (B∩C) = (A∪B)∩ (A∪C) ⊆ (A∪B)∩ (B∪C) =
B ∪ (A ∩ C) ⊆ B ∪ (B ∩ C) = B. )

习题 1.7 在 R 上考虑, 求证:
(1) 开集的有限交, 无限并为开集; (提示: 对于开集 A,B, 假设

x ∈ A ∩ . . . ∩B, 设 ϵa, . . . , ϵb 使得

(x− ϵa, x+ ϵa) ⊆ A, . . . , (x− ϵb, x+ ϵb) ⊆ B

则取 ϵ = min{ϵa, . . . , ϵb}, 则 (x− ϵ, x+ ϵ) ⊆ A∩ . . .∩B. 关于无限并是容
易的. )

(2) 开集的补集是闭集, 闭集的补集是开集. (提示: 对于开集 U , 设
有序列 {xn} ⊆ U c 使得 xn → y, 若 y ∈ U , 则有邻域与 U c“隔开”, 矛盾.
对于闭集 F , 若 F c 不是开集, 则存在一点 x ∈ F c, 任何邻域都不完全含
在 F c 之中, 取邻域 (x− 1

n
, x+ 1

n
) 和 F 的交中的一点 xn, 则 xn → x, 根

据 F 是闭集, x ∈ F , 矛盾. )
(3) 闭集的有限并, 无限交为闭集.

问题 1.8 (推广的闭区间套性质) 我们在 R 上考虑,
(1) 对于一列有界闭集合族 F = {Fi}, 若任何 F 中的有限成员的有限

交非空, 即
(∀S ⊆ F : #S <∞),

∩
S ̸= ∅

求证:
∩

F ̸= ∅. (提示: 任意选择 F0 ∈ F, 由于任何 F 中元素都和 F0 有

交, 不妨假设任何元素都是 F0 的子集. 于是我们可以在一个有界闭集上
考虑. 若 ∩

F =
∩
F∈F

F = ∅

通过取补集, 有 ∪
F∈F

F c = R ⊇ F0
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{F c : F ∈ F} 是 F0 的开覆盖, 则根据有限覆盖定理, 有有限子集 S ⊆ F

使得 {F c : F ∈ S} 是 F0 的开覆盖, 然后考虑 F0 ∩
∩

F∈S F 得到矛盾. )
(2) 说明 (1) 中的闭集不能去掉. (提示: 例如

∩
n>0

(
0, 1

n

]
= ∅. )

(3) 说明 (1) 中的有界不能去掉. (提示: 例如
∩

n>0 [n,∞) = ∅. )

问题 1.9 (对称差) 定义两个集合的对称差 (symmetric difference)A⊕
B = (A−B) ∪ (B −A).

(1) 用 Venn 图表示 A⊕B;
(2) 求证:

(a)(A⊕B)⊕ C = A⊕ (B ⊕ C), 并用 Venn 图表示;
(b)A ∩ (B ⊕ C) = (A ∩B)⊕ (A ∩ C), 并用 Venn 图表示.
(c) 利用特征函数 (1.11) 解释 (a)(b).

(3) 求证:
(a)A⊕B ⊆ (A⊕ C) ∪ (B ⊕ C).
(b)(A1 ∪A2)⊕ (B1 ∪B2) ⊆ (A1 ⊕B1) ∪ (A2 ⊕B2).
(c)(A1 ∩A2)⊕ (B1 ∩B2) ⊆ (A1 ⊕B1) ∪ (A2 ⊕B2).
(d)(A1 −A2)⊕ (B1 −B2) ⊆ (A1 ⊕B1) ∪ (A2 ⊕B2).

问题 1.10 (上极限, 下极限) 对于一列集合 {Xn}∞n=1, 可以定义上下极
限

lim sup
n→∞

Xn =

∞∩
n=1

∞∪
k=n

Xk lim inf
n→∞

Xn =

∞∪
n=1

∞∩
k=n

Xk

证明:
(1)lim supn→∞Xn =

{
x : x 出现在无限个 Xn 之中

}
.

(提示: x ∈ lim supXn ⇐⇒ ∀n > 0, ∃k > n, s. t. x ∈ Xk. )
(2)lim infn→∞Xn =

{
x : x 只不出现在有限个 Xn 之中

}
.

(提示: x ∈ lim infXn ⇐⇒ ∃n > 0, ∀k > n, s. t. x ∈ Xk. )
(3) 回忆特征函数 (1.11), 记 χn 是 Xn 的特征函数, σ 是 lim sup

n→∞
Xn

的特征函数, ι 是 lim inf
n→∞

Xn 的特征函数. 求证:

lim sup
n→∞

χn = σ lim inf
n→∞

χn = ι
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1.4 Cartesius 积

定义 1.18 (二元 Cartesius 积) 已知非空集合 A,B, 记

A×B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}

称之为 A,B 的Cartesius 积 (Cartesian product)或直积 (direct
product) . 其中 (a, b) 为有序对 (ordered pair) .

有序对的定义我们尚未建立, 不过在学平面坐标时就已经熟悉了.

定义 1.19 (有限 Cartesius 积) 已知非空集合 A1, A2, . . . , An, 可以递归
地定义有限个集合的 Cartesius 积如下

A1 ×A2 ×A3 × . . .×An = (A1 ×A2)×A3 × . . .×An

化为 n− 1 的情况. 同时, 这样还定义了有序 n 元组 (n-tuple) ,

(a1, a2, a3, . . . , an) = ((a1, a2), a3, . . . , an)

定义 1.20 (一般 Cartesius 积) 已知一族非空集合 {Ai}i∈I , 定义

∏
i∈I

Ai =

{
f : I →

∪
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣∀i ∈ I, f(i) ∈ Ai

}

其中记号表示 f 是从 I 到
∪

i∈I Ai 的映射3. 同时, 其中的元素有另一种
记法, 对于 f : I →

∪
i∈I Ai 记作

(ai)i∈I 或{ai}i∈I

其中 ai = f(i).

上述定义与有限情况相容,因为有限情况下的有序对 (a1, a2, a3, . . . , an)

可以视作 {1, 2, 3, . . . , n}出发的映射. 不过此时, 有序对我们不是将其 “列
出来”, 而是 “放” 在某个位置上, 而定义中的映射, 就是指定放在 x 位置

上的元素为 f(x).
3函数将在下一章利用有限 Cartesius 积定义, 但是读者应当已经有映射的概念了.
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定义 1.21 已知集合 A, 递归地定义 An+1 = An × A,n ≥ 1. 而对于一般
的指标集 I, 定义

A|I| =
∏
i∈I

A

即 “I 那么多”A 自身的拷贝的 Cartesius 积.

� 补充 1.22 (无交并) 有了 Cartesius 积的理论, 我们可以把我们无交并的
记号推广到任何两个集合上. 即, 即便两个集合有相同元素, 我们也可以
将其视作不同的元素. 具体构造如下, 对于一族集合 {Ai}i∈I , 考虑给每个
元素 “打标签”, 考虑

{(ai, i) : ai ∈ Ai, i ∈ I} =
⊔
i∈I

(Ai × {i}) ⊆

(∪
i∈I

Ai

)
× I

滥用记号, 我们将上述集合仍然记作
⊔

i∈I Ai, 称为其无交并 .

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 1.11 (A×B)× C = A× (B × C) 吗?

习题 1.12 求证:
(1)A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C);
(2)A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C).

习题 1.13 已知有限集合 A,B, 求证: |A×B| = |A| × |B|.

习题 1.14 已知集合 A,B, X ⊆ A, Y ⊆ B, 求证: X × Y ⊆ A×B.

习题 1.15 已知集合 A1, A2, A,B1, B2, B, A1 × B1 与 A2 × B2 不交, 求
证:

(A1 ×B1) ∪ (A2 ×B2) = A×B ⇐⇒
A1 ∪A2 = A,B = B1 = B2

或A = A1 = A2, B1 ∪B2 = B



14 第一章 集合的基本概念

习题 1.16 求证:
(1)(X × Y ) ∩ (A×B) = (X ∩A)× (Y ∩B).
(2)(X × Y ) ∪ (A×B) ⊆ (X ∪A)× (Y ∪B).

A 刁题 1.17 (无穷矩阵) 已知两集合 X,Y , 数域 F , 定义 X 和 Y 上的矩

阵集合为

F |X×Y | = {f : X × Y → F}

并以 (aij)X×Y 代表 (i, j) 7→ aij. X = Y 时简写为 (aij)X , 并称为方阵.
(1) 已知矩阵 A = (aij)X×Y , 若 ∀j ∈ Y , 只有有限的 i ∈ X 使得

aij ̸= 0, 则称 A 是列有限的, 试将矩阵的乘法推广到列有限情形.
(2) 已知数列 {xn}, {yn}, 无穷方阵 (aij)N∗ , 称

yn =

n∑
k=1

ankxk

为数列的变换 (transform) , 试用矩阵语言描述.
(3) 若方阵 E 满足对任意的矩阵 A 都有

EA = AE = A

证明: E = (δij), 其中 δ 是 Kronecker-δ: δij =

1, i = j,

0, i ̸= j.
.

(4) 定义, 若 AB = BA = E, 则称 A 可逆. 此时, 举出一个虽然有
AB = E, 但 A 不可逆的例子. (提示: 考虑矩阵 (δi,j−1))

(5)(二项反转公式)求证:

bn =
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
ak ⇔ an =

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
bk

(提示: 直接验证两矩阵相乘. 当然更为巧妙地方法是通过考虑生成函数的
平移. )
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1.5 Russell 悖论

记 “集合”
S = {A : A /∈ A}

表示所有不以自身为元素的集合所组成的集合族. 下面考虑 S 是否以自

身为元素. 则
S ∈ S ⇐⇒ S /∈ S

矛盾. 产生了悖论, 说明我们的体系出现了矛盾.
这条悖论有一个通俗且更为著名的例子, 即理发师悖论, 即一个小镇

的理发师声称, 自己只给所有不自己理发的人理发. 但如果他自己给自己
理发, 就违反了自己的原则, 但如果自己不给自己理发, 他又得给自己理
发. 悖论与故事之间的翻译如下

悖论 故事

A A 给理发的所有人

A ∈ B B 给 A 理发

A /∈ A A 不给自己理发

S 理发师

另一个等价的表述是用命题的语言, 我们知道命题与集合通过描述法
对应起来, 从而 x /∈ x 被翻译为

命题 p: 命题 p 为假

这个命题既不能为真, 也不能为假, 从而产生矛盾. 这否定了一个命题及
其否定一定一真一假的排中律, 这种逻辑上的漏洞将迫使我们不能简单地
依据命题的真假与否来建立逻辑上的 “⇒” 关系, 而必须通过指定一些可
用的推理来填补体系的漏洞.
以上矛盾, 在公理集合论中通过限制 “集合” 不能过分地大来保证这

样的漏洞不出现. 我们会在第三章看到另一个悖论, 径直选择包含所有集
合的 “集合” 来构造悖论.



第二章 映射

本章是对映射的讨论. 映射将集合联系起来, 架构了集合之间的桥梁.
这为我们研究集合之间的关系提供了语言. 本章讨论了集合的运算和性
质, 以及介绍了一点泛性质, 并且最后介绍了运算的概念.

2.1 映射的定义

定义 2.1 (映射) 已知非空集合 X,Y , 若 f ⊆ X × Y , 且满足:

∀x ∈ X, ∃!y ∈ Y, s. t.(x, y) ∈ f

其中 ∃! 表示存在唯一. 称 f 为 X 到 Y 的映射 (mapping)或函数
(function) , 记为 f : X → Y . 称 X 为定义域 (domain) , Y 为伴域
(codomain)或陪域 . 对于 (x, y) ∈ f , 记 f(x) = y, 称 y 为 x 的像

(image) , x 为 y 的原像 (preimage) . 整体可以记作

f : X −→ Y

x 7−→ y

换句话说, 实际上我们是用 “函数图像 ” 来定义映射. 这表明了映射
和集合之间的关系.
回忆一般 Cartesius 积的定义 (1.20), 我们用到了映射的概念, 实际

上, 严格来说, 建立集合理论的一个方法是先只建立有限 Cartesius 积, 再
定义映射, 再定义一般 Cartesius 积, 但是相信读者早就可以接受映射的这
一事实, 所以恰当的颠倒有利于行文.

16
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因为 y 的唯一性, 从而记 f(x) = y, 是良定义的 (well-defined) (即
定义是确定的, 合理的). 同样需要指出的是, 在一些场合下, 陪域不同函
数也被视为是同一个函数, 例如 sin : R → [0, 1] 和 sin : R → R. 但在更多
情形下则被认为不同, 这通常视上下文语境而定.
显然, 上述定义与分析中定义的函数为对应法则相一致, 我们这里不

过是将对应法则用集合的语言描述出来而已. 另外, 我们通常在 Y 为数集

的时候, 称 f 为函数, 其他时候称为映射. 不过这些名词的规定相比数学
本身显得无关紧要, 通常会在很多场合被打破.
为了方便起见, 在定义域和伴域明确的前提下. 我们会简单地把定义

简单写为 f : x 7→ y, 或 f(x) := y.

定义 2.2 记
Y X = {f : X → Y }

为全体 X 到 Y 的映射.

这与前面的 Cartesius 积定义 (1.21) 下的 Y |X| 完全一样. 不过其中
的元素约定俗成地分别记作有序组和函数, 即

(ai)i∈X ∈ Y |X| f ∈ Y X

当然这两者只不过是一样事物的两种记法, 相信读者能够理解.
再回忆幂集的定义 (1.9) 以及特征函数 (1.11), 实际上幂集的记号 2X

和 {0, 1}X 的记号也是统一的.

命题 2.3 对于有限集 X,Y , |XY | = |X||Y |.

定义 2.4 (像) 已知 f : X → Y , 若 A ⊆ X, 记

f(A) = {f(x)|x ∈ A}

称为 A 在 f 下的像 (image)或值域 (range) , 特别地, 记 f(X) = Im f .

事实上, 上述由 A 决定 f(A) 的过程, 可以视作一个 2X → 2Y 的映

射.
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定义 2.5 (原像) 已知 f : X → Y , 若 B ⊆ Y , 记

f−1(B) = {x ∈ X|f(x) ∈ B}

称为 B 在 f 下的原像 (preimage) .

上述由 B 决定 f−1(B) 的过程, 可以看做一个 2Y → 2X 的映射.
以上定义和我们前面的定义是相容的, 因为 f({x}) = {f(x)}.

命题 2.6 已知 f : X → Y . 关于像, 原像有如下性质:

(1) 若 A1 ⊆ A2 ⊆ X, f(A1) ⊆ f(A2).

(2) 若 B1 ⊆ B2 ⊆ Y , f−1(B1) ⊆ f−1(B2).

(3) 对任意 A ⊆ X, A ⊆ f−1(f(A)).

(4) 对任意 B ⊆ Y , f(f−1(B)) ⊆ B.

且若 B ⊆ Im f , 则 f(f−1(B)) = B.

(5) 对于任意的 A ⊆ X, f(A)c ⊆ f(Ac).

(6) 对于任意的 B ⊆ Y , (f−1(B))c = f−1(Bc).

(7) 对于任意 {Ai}i∈I ⊆ 2X , 有

f

(∩
i∈I

Ai

)
⊆
∩
i∈I

f(Ai) f

(∪
i∈I

Ai

)
=
∪
i∈I

f(Ai)

(8) 对于任意 {Bi}i∈I ⊆ 2Y , 有

f−1

(∩
i∈I

Bi

)
=
∩
i∈I

f−1(Bi) f−1

(∪
i∈I

Bi

)
=
∪
i∈I

f−1(Bi)

(9) 若 B1, B2 ⊆ Y , f−1(B1 \B2) = f−1(B1) \ f−1(B2).

证明 习题见. �
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定义 2.7 常用的几个映射定义如下:

• 已知集合 X, 恒等映射 (identity)被定义为

idX : X −→ X

x 7−→ x

在不引起混淆的情况下可以省略 X, 写成 id

• 已知集合 X, A ⊆ X, 包含映射 (inclusion)被定义为

iA : A −→ X

a 7−→ a

在不引起混淆的情况下可以直接记为 idA.

• 已知集合 X,Y , y0 ∈ Y , 常值映射被定义为

y0 : X −→ Y

x 7−→ y0

• 已知集合 X1, X2, . . . , Xn, 投影映射 (projection)被定义为

pi : X1 ×X2 × . . .×Xn −→ Xi

(x1, x2, . . . , xn) 7−→ xi

• 已知集合族 {Xi}i∈I , 更一般的投影映射被定义为

pk :
∏

i∈I Xi −→ Xk

(xi)i∈I 7−→ xk

• 回忆无交并 (1.22) 的定义, 对于集合族 {Xi}i∈I , 也称如下映射为投
影映射 ,

p :
⊔

i∈I Xi −→ I

(xi, i) 7−→ i

即指出无交并中元素的所在.
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定义 2.8 (限制) 若 f : X → Y , 记

f |A 或f |A : A −→ Y

x 7−→ f(x)

称为 f 在 A 上的限制 (restriction) .

在 A 上的限制无非是将定义域缩减到子集 A 上, 而 A 以外的部分都

没有定义.

定义 2.9 (扩张) 若 f : X → Y , 若 X ⊆ U, Y ⊆ V , 函数 g : U → V , 且
g|X = f , 则称 g 为 f 的扩张 (extension) .

扩张无非是限制的逆运算. 现在看, 限制和扩张看似都只是冗长的概
念, 但事实上, 限制和扩张的概念在数学各领域中都着重要的作用.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 2.1 证明 (2.3). (提示: 每一个 x ∈ A, 由 n 种选择, 然后根据乘法
原理. )

习题 2.2 证明 (2.6). 并指出 (7) 第一个关于交取不到等号的例子. (提
示: 例如, 将两个无交的子集映成一个点. )

习题 2.3 已知 f : X → Y , 求证: f(A) ⊆ B ⇐⇒ A ⊆ f−1(B). (提示:
代数地,

f(A) ⊆ B ⇒ f−1(f(A)) ⊆ f−1(B)
A⊆f−1f(A)⇒ A ⊆ f−1(B)

以及

A ⊆ f−1(B) ⇒ f(A) ⊆ f(f−1(B))
f(f−1(B))⊆B⇒ f(A) ⊆ B

当然, 直接验证是容易的. )
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问题 2.4 已知 f : X → Y , 对于 A ⊆ X, 求证: f(f−1(f(A))) = f(A).
(提示: 代数地,

A ⊆ f−1(f(A)) ⇒ f(A) ⊆ f(f−1(f(A)))

而

f(f−1(B)) ⊆ B
B=f(A)⇒ f(f−1(f(A))) ⊆ f(A)

故相等. )

问题 2.5 (饱和集) 已知 f : X → Y , 设集合 S = {A ⊆ X|f−1(f(A)) =

A},
(1) 求证: S = {f−1(f(A))|A ⊆ X}. (提示: 利用上一题. )
(2) 对于 A1, A2 ∈ S, 求证: A1 ∩ A2 ∈ S. (提示: 首先, A1 ∩ A2 ⊆

A1, A2, 故 f(A1 ∩A2) ⊆ f(A1), f(A2), 故 f(A1 ∩A2) ⊆ f(A1)∩ f(A2), 于
是

f−1(f(A1∩A2)) ⊆ f−1(f(A1)∩f(A2)) = f−1(f(A1))∩f−1(f(A2)) = A1∩A2

而反方向是必然的. )

2.2 映射的运算

定义 2.10 已知函数 f : X → Y, g : Y → Z, 定义二者的复合

g ◦ f : X −→ Z

x 7−→ g(f(x))

这种复合可以视为映射的乘法, 这是因为映射的复合有结合律.

命题 2.11 已知函数 f : X → Y, g : Y → Z, h : Z →W , 则有

(1) h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f (结合律)

(2) f ◦ idX = f . (右单位律)



22 第二章 映射

(3) idY ◦f = f . (左单位律)

(4) 对于 z ∈ Z, 若 c 是 Y 到 z 的常数映射, 则 c ◦ f 是 X 到 z 的常数

映射. (左零律)

(5) 对于 y ∈ Y , 若 c 是 X 到 y 的常数映射，则 g ◦ c 是 X 到 g(y) 的

常数映射. (右零律)

证明 习题见. �

定义 2.12 (单射) 已知函数 f : X → Y , 若

f(x) = f(y) ⇐⇒ x = y

则称 f 是单射 (injective)或内射或1-1的, 记为 f : X ↩→Y .

例如包含映射就是单射.

命题 2.13 关于单射有如下性质:

(1) f : A→ B 是单射当且仅当存在 g : B → A 使得

g ◦ f = idA

(2) 两个单射的复合还是单射;

(3) 若 f ◦ g 是单射, 则 g 是单射.

(4) 对于非空有限集 X,Y , 存在 X → Y 的单射当且仅当 |X| ≤ |Y |.

证明 (1) 充分性,

f(x) = f(y) ⇒ g(f(x)) = g(f(y)) i. e. x = y

而必要性则需要构造 g. 对于 Im f , 定义 g : f(x) 7→ x, 因为 f(x) =

f(y) ⇐⇒ x = y, 故 g 是良定义的. 对于剩余的部分 A \ Im f , 任意指定
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g 的取值即可. 例如, 由于 A 非空, 存在 a ∈ A, 我们定义

g : B −→ A

y 7−→

x y = f(x) ∈ Im f

a y /∈ Im f

直接验证, g(f(x)) = x.
(2)(3) 直接通过定义容易验证. (4) 注意到, 根据单射的定义, Y 中至

少有 |X| 个不同元素. �

定义 2.14 (满射) 已知函数 f : X → Y , 若

Y = ImX

则称 f 是满射 (surjective)或到上的, 记为 f : X�Y .

例如投影映射就是满射.

命题 2.15 关于满射有如下性质:

(1) f : A→ B 是满射当且仅当存在 g : B → A 使得 (存在右逆)

f ◦ g = idB

(2) 两个满射的复合还是满射;

(3) 若 f ◦ g 是满射, 则 f 是满射.

(4) 对于有限集 X,Y , 存在 X → Y 的满射当且仅当 |X| ≥ |Y |.

证明 (1) 充分性, ∀y ∈ B, x = g(y) 使得 f(x) = y, 故 y ∈ Im f .
必要性则需要构造 g. 对于任意 y ∈ B, 根据满射 f−1(y) 非空, 故可

以找到一个 xy ∈ f−1(x). 此时规定

g : B −→ A

y 7−→ xy
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直接验证, 因为 g(y) ∈ f−1(y), 所以 f(g(y)) = y.
(2)(3) 直接通过定义容易验证. (4) 根据鸽笼原理, 每一个 Y 中元素

都是一个 “鸽笼”, 每一个 X 中的元素都是一只 “鸽子”, 每个鸽笼都需要
至少有一只鸽子. �

定义 2.16 (双射) 已知函数 f : X → Y , 若 f 既是单射又是满射, 则称 f

是双射 (bijective)或1-1 对应或1-1 到上的, 记为 f : X
1:1↔ Y .

例如恒等映射就是双射.

命题 2.17 关于双射有如下性质:

(1) f : A→ B 是双射当且仅当存在映射 g : B → A 使得 (存在左逆)

g ◦ f = idA f ◦ g = idB

且这样的 g 是唯一的.

(2) 两个双射的复合还是双射.

(3) 若 f ◦ g 是双射, 则 f 是满射, g 是单射.

(4) 对于有限集 X,Y , 存在 X → Y 的双射当且仅当 |X| = |Y |.

证明 (1) 充分性根据前面两个命题. 必要性则还需要构造 g, 定义

g : B −→ A

y = f(x) 7−→ x

这是一个良定义的映射. g 唯一是因为若有 g′ 也满足条件, 则

g ◦ f = idA = g′ ◦ f ⇒ g ◦ (f ◦ g) = g′ ◦ (f ◦ g) i. e. g = g′

(2)(3) 根据前面的命题. (4) 则是计数. �

定义 2.18 对于双射 f : A→ B, 由 (2.17)(1) 确定的 g 被称为 f 的逆函

数 (inverse function)或反函数 , 记为 f−1.
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命题 2.19 已知双射 f, g, 关于逆元有如下性质:

(1) id−1 = id.

(2) (f−1)−1 = f .

(3) (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

证明 (1)(2) 按定义是显然的. (3) 是因为结合律:

(f−1 ◦ g−1) ◦ (g ◦ f) = id

故 (g ◦ f)−1 = f−1g−1. �
上述命题的 (3) 有一个具体的生活化的解释, 赤足开始, 先穿袜再穿

鞋, 而逆向过程, 必须先脱鞋再脱袜. 翻译如下:

生活化语言 数学化语言

穿袜 f

脱袜 f−1

穿鞋 g

脱鞋 g−1

定义 2.20 (自映射) 对于集合 X, 将 X 到 X 的所有映射称为 X 的自

映射 .

命题 2.21 对于有限集合 X 自映射 f ,

f 是单射 ⇐⇒ f 是满射

证明 计数. �
然而对于无穷集合则不对, 例如指数映射 f(x) = ex 是单射而不是满

射. f(x) = x3 − x 是满射而不是单射.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 2.6 证明 (2.11).
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习题 2.7 证明下列命题是等价的
(1)f 是单射.
(2) 存在 g 使得 g ◦ f = id. (这就是 (2.13))
(3) 存在满射 g 使得 g ◦ f = id.
(4) 对于任何的映射 h, k, 有如下必然关系 f ◦ h = f ◦ k ⇐⇒ h = k.

(当然, 假设可以复合)
(提示: (2)⇒(3) 只需利用 (2.15), (3)⇒(4) 只需要把 (3) 确定的 g 复

合在左边. (4)⇒(1) 只需要取

h : {∗} −→ X

∗ 7−→ x

k : {∗} −→ X

∗ 7−→ y

这样, f ◦ h = f ◦ k ⇐⇒ f(x) = f(y), 并且, h = k ⇐⇒ x = y. )
同样, 下列命题也是等价的
(1)f 是满射.
(2) 存在 g 使得 f ◦ g = id. (这就是 (2.15))
(3) 存在单射 g 使得 f ◦ g = id.
(4) 对于任何的映射 h, k, 有如下必然关系 h ◦ f = k ◦ f ⇐⇒ h = k.

(当然, 也要假设可以复合)

习题 2.8 为什么 (2.17) 的 (1) 的证明中不直接利用 (2.13)(2.15) 构造的
g, 而还要再构造一次?

A 刁题 2.9 已知自映射 f, g, 若

f ◦ g ◦ f = f f ◦ g ◦ g ◦ f = id

求证: g 是 f 的逆函数. (提示: 因为如下无聊的恒等运算 (以下省略 ◦)

idX = fggf = (fgf)ggf = fg(fggf) = fg

同理 idX = gf . )

习题 2.10 证明 R → R 的连续函数是单射 ⇐⇒ 严格单调.
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习题 2.11 对于有限维线性空间 V , 若 A : V → V 是线性变换. 求证

f 是单射 ⇐⇒ f 是满射

(提示: 当然, 这是线性代数的标准结论, 通过取基, 可以转化到 (2.21))

问题 2.12 下面, 我们来计算两个有限集之间的映射, 单射, 满射, 双射的
数目. 已知 n 元集 A, m 元集 B, f : A→ B,

(1) 双射 f 的个数. (提示: 此时 n = m, 为 n!. )
(2) 单射 f 的个数. (提示: 此时 n ≤ m, 为排列数 Am

n = n(n −
1) . . . (n−m+ 1))

(3) 满射 f 的个数. (提示: 利用容斥原理或者二项反转公式 (参见习
题1.17), 具体来说, 假设个数为 S(n,m), 则通过给 Im f 的数量分类计算

映射个数, 有
m∑

k=0

(
m

k

)
S(n, k) = mn

利用习题1.17, 立刻得到

S(n,m) =

m∑
k=0

(−1)m−k

(
m

k

)
kn

细查其中表达式也可以看出其容斥原理的意义. )

问题 2.13 用 n 种颜色染 m 个格子, 求:
(a) 总染色数;
(b) 不同格子颜色不同的染色方法数;
(c) 将所有颜色都用上的染色方法数.
将 m 个不同的球分入 n 个不同的盒子中, 求:

(a) 总分法数目;
(b) 每个盒子至少一个的分法数目.

A 刁题 2.14 (不动点) 对于集合 X 的自映射 f , 称

Fix f = {x ∈ X|f(x) = x}
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为 f 的不动点 (fixed point)集, 称

Fix f2 = {x ∈ X|f(f(x)) = x}

为 f 的稳定点集. 回答以下问题:
(1) 求证: Fix f ⊆ Fix f2;
(2) 举出一个 Fix f ̸= Fix f2 的例子.
(3) 若 |Fix f2| 是奇数, 求证: Fix f ̸= ∅.
(4) 假设 X = R,

(a) 若 f 单调递增, 求证: Fix f = Fix f2;
(b) 若 x+ f(x) 是单射, 求证: Fix f = Fix f2;
(c) 若 f([a, b]) ⊆ [a, b], 且 f(x) 连续, 求证: Fix f ∩ [a, b] ̸= ∅;
(d) 若 f([a, b]) ⊆ [a, b], 且 f(x) 单调, 求证: Fix f ∩ [a, b] ̸= ∅;
(e) 求二次函数 f(x) = ax2 + bx + c 的不动点和稳定点.(提示: 作

差)
(f) 证明不存在可微函数 f(x) 使得 f(f(x)) = x2 − 3x+ 3. (提示:

利用不动点导出矛盾)
(g) 证明不存在函数 f(x) 使得 f(f(x)) = 2x2 − 4x. (提示: 利用稳

定点导出矛盾)
(h) 若 ∀x, y ∈ R, |f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|, 其中 k < 1, 求证: f 只

有唯一的不动点. (提示: 构造数列)

2.3 交换图

我们将在这节介绍一个有力的工具, 交换图 . 交换图是顶点为集合,
有向边为映射的图. 例如

A
f //

h ��@
@@

@@
@@

@ B

g

��
C
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我们称这个交换图是交换的, 如果 g ◦ f = h. 当然, 严格来说, 对每一种
样式 (例如上面是三角形) 的交换图就应该定义某一种样式下的交换. 不
过, 相信读者能够自行明白图的意思.
利用映射能够非常完善地描述一些集合构造的性质.

命题 2.22 (Cartesius 积的泛性质) 对于一族集合 {Ai}i∈I , 则

(P, {πi})

∣∣∣∣∣ P =
∏
i∈I

Ai, πi : P → Ai是投影映射

满足如下的泛性质

∀集合 X, ∀一族映射 {φi : X → Ai}
∃!映射 λ : X → P

s. t. ∀i ∈ I, πi ◦ λ = φi

X
φi

  A
AA

AA
AA

A

λ

���
�
�

P πi

// Ai

另参见图2.1.

证明 无非就是找一个映射 λ 使得其每一个分量都恰好是 φi. 取

λ : X −→
∏

i∈I Ai

x 7−→ (φi(x))i∈I

即可. 而唯一性是注意到若有满足条件的 λ, 设 λ(x) = (xj)j∈I , 则

πi ◦ λ(x) = πi((xj)j∈I) = xi

根据条件 xi = φi(x), 所以上面的 λ 是唯一的选择. �
以上就是 “泛性质 ” 最为简单的一个例子, 也就是说任何一族映射

{φi}i∈I 都可以合并为一个到其陪域 Cartesius 积的映射, 使得其每一个分
量都恰好是 φi. 用映射的语言写就是

ν :
∏
i∈I

AX
i −→

(∏
i∈I

Ai

)X

{X φi→ Ai}i∈I 7−→ λ
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且 ν 是双射, 因为反过来就是

λ 7→ (πi ◦ λ)i∈I

λ

π1

π2

ϕ1

ϕ2

X

A1

A2 A1 ×A2

图 2.1: Cartesius 积的泛性质

这看上去似乎是一句废话, 然而将其抽象出来有其意义, 例如下面的
推论指出, 这条性质完全决定了 Cartesius 积.

推论 2.23 满足 (2.22) 性质的 (P, {πi}) 之间必然可以建立双射, 具体来
说, 若

(P, {πi}), (P ′, {π′
i})

满足 (2.22) 的泛性质, 则存在 α : P → P ′, β : P ′ → P , 使得

α ◦ β = idP ′

β ◦ α = idP

πi ◦ β = π′
i

π′
i ◦ α = πi

P ′

π′
i

  A
AA

AA
AA

A

β

		

)
�

�
P πi

//

α

HH

)
� �

Ai

证明 先取 (2.22) 性质的 X = P ′, φi = π′
i, 则根据 (2.22),

∃β : P ′ → P, s. t. πi ◦ β = π′
i
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同理, 交换 P, P ′, 则有

∃α : P → P ′, s. t. π′
i ◦ α = πi

本命题的后两条已经满足了. 下面, 取 (2.22) 性质的 X = P,φi = πi 自

身, 显然, idP 是满足条件的一个映射, 而 λ = β ◦ α 也满足

πi ◦ λ = πi ◦ β ◦ α = π′
i ◦ α = πi = φi

根据唯一性, idP = β ◦ α. 同理, α ◦ β = idP ′ . �

� 补充 2.24 (函子) 对于一族映射 {φi : Ai → Bi}, 我们可以定义∏
i∈I

φi :
∏
i∈I

Ai −→
∏
i∈I

Bi (ai)i∈I 7−→ (φi(ai))i∈I

即每个分量分别作用. 实际上, 可以通过如下途径得到∏
i∈I Ai

πi //

���
�
�

##F
F

F
F

F
Ai

φi

��∏
i∈I Bi ρi

// Bi

假设 πi :
∏
Ai → Ai, ρi :

∏
Bi → Bi 是投影映射, 则通过复合 φi ◦ πi, 再

利用 (2.22) 性质可得到映射
∏

i∈I φi.
类似地, 如果一个对集合的操作 (例如取 Cartesius 积), 还将集合间

的映射保持, 即这个操作还自然地作用在映射上, 我们称这个操作为函子
(functor) .

下面, 一个常见的趣味是将所有箭头倒置, 看会发生什么. 回忆 (1.22)
对无交并的定义.

� 补充 2.25 (无交并的泛性质) 对于一族集合 {Ai}i∈I , 则

(U, {ιi})

∣∣∣∣∣ U =
⊔
i∈I

Ai, ιi : Ai → U是包含映射
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满足如下的泛性质

∀集合 X, ∀一族映射 {φi : Ai → X}
∃!映射 λ : U → X

s. t. ∀i ∈ I, λ ◦ ιi = φi

X

U

λ

OO�
�
�

Aiιi
oo

φi

``AAAAAAAA

另见图2.2.

证明 唯一的选择是

λ :
⊔

i∈I Ai −→ X

a ∈ Ai 7−→ φi(a)

命题得证. �
也就是说, 可以将一族陪域相同的映射通过将定义域强行拼接起来合

成一个映射.

A1

A2A1 tA2

X

ι2

ι1
λ

λ

ϕ1

ϕ2

图 2.2: 无交并的泛性质

� 补充 2.26 满足 (2.25) 性质的 (U, {ιi}) 之间必然可以建立双射. 若

(U, {ιi}), (U ′, {ι′i})



2.4 运算与运算律 33

满足 (2.25) 的泛性质, 则存在 α : U → U ′, β : U ′ → U , 使得

α ◦ β = idP ′

β ◦ α = idP

β ◦ ιi = ι′i

α ◦ ι′i = ιi

U ′

β

		

)
�

�
U

α

HH

)
� �

Ai

ι′i

``AAAAAAAA

ιi
oo

证明 模仿 (2.23), 留作习题. �

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 2.15 证明 (2.26).

习题 2.16 利用 (2.25) 证明

A ⊔ (B ⊔ C)与(A ⊔B) ⊔ C之间存在双射

(提示: 证明其和 A⊔B⊔C 之间存在双射,证明 A⊔(B⊔B)满足 A⊔B⊔C
的泛性质, 这无非是两次使用 (2.25). )

2.4 运算与运算律

在中学, 连同本书前面已经介绍的集合的运算, 函数的运算, 我们已经
多次接触了运算这一概念, 下面我们要给出运算的具体定义.

定义 2.27 (运算) 已知集合 X,Y, Z, 若映射 f : X × Y → Z, 则称 f 是

一个从 X 和 Y 上到 Z 的二元 (binary) 运算 , 简称运算 (operator). 对
于 f(x, y) = z, 记 xfy = z.

定义 2.28 (反运算) 已知 f 是一个从 X 和 Y 上到 Z 的二元运算, 定义

fop : Y ×X −→ Z

(y, x) 7−→ f(x, y)

称为 f 的反 (opposite) 运算 .
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例如我们所学的加法, 实际上可以看成一个 R 上的二元函数, 不过
是以 a + b 表示 +(a, b). 当然, 在大多数场合, 运算都以符号表示, 如
“⊗,+,−,×, ∗, ·” 等.

定义 2.29 (封闭运算) 若运算 f : X ×X → X, 则称 f 为 X 上的封闭

二元运算 , 简称封闭 (closed)运算.

所谓封闭性, 意即无论如何运算, 元素皆不会超出给定集合范围. 实
数的加减乘除, 集合的交并补, 皆为此类. 这种运算也是代数学的主要研
究对象.

� 补充 2.30 (n 元运算) 当然, 自然可以定义封闭的 n 元运算的含义为

Xn → X

特别地, n = 0 时, 我们需要定义 “零个” 集合的 Cartesius 积. 正如我们
对连乘定义的, “零个” 集合的 Cartesius 积认为是单点集 {∗}, 那么零元
运算就是指定元素.
这样, 我们有更多例子, 例如对复数取共轭, 就是一个一元运算. 对三

个点求重心, 就是一个三元运算.

定义 2.31 (作用) 若运算 f : X×Y → Z, 则称 f 是 X 在 Y 上到 Z 的一

个左作用 (left-action) , 简称作用 . 也视为一种运算, 记 f(x, y) = xfy.
若 f : Y ×X → Z, 称 f 为 X 在 Y 上到 Z 的一个右作用 (right-

action) . 也视为一种运算, 记 f(y, x) = yfx.

例如线性空间中的数乘就是一个作用. 具体来说, 对于 R-向量空间
V , 则有

· : R× V −→ V

(λ,x) 7−→ λx

再例如, 全体 n× n 矩阵在 n 元列向量上有左作用, 在 n 元行向量上有右

作用. 甚至,
{旋转 90◦,向左平移 1 个单位}

在平面上有作用.
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� 补充 2.32 事实上, 我们可以认为 ZY , 即 Y 到 Z 的全体映射, 就是所有
Y 到 Z 上的 “作用”, 其作用就是带入,

d0 : ZY × Y −→ Z

(f, y) 7−→ f(y)

而一般的 X 的作用就是指出在 Y 上如何作用.
实际上, 任何作用 X 在 Y 上的作用都可视为 X → ZY 的一个映射,

例如, 对于 f : X × Y → Z, 就对应于

F : X −→ ZY

x 7−→ [xF− : y 7→ xFy]

反过来, F : X → ZY , 对应于作用

f : X × Y −→ Z

(x, y) 7−→ [F (x)](y)

更一般地, 任何 f : X × Y → Z 的映射都自动对应于 f : X → ZY 的映

射, 换句话说, 我们建立起

ZX×Y和(ZY )X之间的双射

另一方面, Y Y , 即 Y 的所有封闭的一元运算, 所以一个 X 在 Y 上

的作用, 还可以看成 X“那么多个”Y 上的一元封闭运算.

下面, 我们来讨论运算的性质, 即运算律.

定义 2.33 (结合律) 已知 X 上的封闭运算 “·”, 若

∀x, y, z ∈ X, (x · y) · z = x · (y · z)

则称 “·” 有结合律 (associative law) .

结合律给予我们为一串 X 中元素作 “·” 运算不写括号的权利, 否则,
不具有结合律的一串式子应当像这样书写

(a · (b · c)) · d



36 第二章 映射

由于映射是有结合律的 (假定映射的定义域和伴域相同), 故我们入门
所遇见的代数都是结合代数, 这是具有普遍性的.

定义 2.34 (交换律) 已知 X 上的封闭运算 “·”, 若

∀x, y ∈ X,x · y = y · x

则称 “·” 有交换律 (commutative law) .

结合律给予我们给一串 X 中元素作 “·” 运算忽略顺序的权利. 即便
不具有结合律, 我们也能对一串式子略作化简, 如

(a · (b · c)) · d = ((b · c) · a) · d

定义 2.35 (单位律) 已知 X 上的封闭运算 “·”, 若

∃e ∈ X, ∀x ∈ X,x · e = e · x = x

则称 X 有 “·” 的单位元 (identity) e.

命题 2.36 求证: 单位元是唯一的.

证明 若有两个单位元 e, e′, 则 e = e · e′ = e′. �

定义 2.37 (零律) 已知 X 上的封闭运算 “·”, 若

∃o ∈ X, ∀x ∈ X,x · o = o · x = o

则称 X 有 “·” 的零元 (zero) o.

例如, 1 ∈ R 就是乘法的单位元, 0 ∈ R 就是加法的单位元. 单位阵就
是矩阵中乘法的单位元. 零矩阵就是矩阵加法的单位元. 零向量就是线性
空间加法的单位元.
例如, 0 ∈ R 就是零元. 零矩阵就是矩阵中的零元.
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定义 2.38 (分配律) 已知 X 上的封闭运算 “+”, “·”, , 若

∀x, y, z ∈ X, x · (y + z) = x · y + x · z

则称 “·” 对 “+” 有左分配律 (left-distributive property) . 若

∀x, y, z ∈ X, (y + z) · x = y · x+ z · x

则称 “·” 对 “+” 有右分配律 (right-distributive property) . 同时满
足左右两种分配律的被称其满足分配律 (distributive property) .

回忆 (1.14), 除了我们常用数集的分配律, 我们还有关于集合的交并
分配的例子.

定义 2.39 (消去律) 已知 X 和 Y 到 Z 上的运算 “·”, 若

∀x ∈ X, y, z ∈ Y x · y = x · z ⇐⇒ y = z

则称 “·” 满足左消去律 (left-cancellation property) . 若

∀y, z ∈ X,x ∈ Y, y · x = z · x ⇐⇒ y = z

则称 “·” 满足右消去律 (right-cancellation property) . 同时满足左右
两种消去律的被称其满足消去律 (cancellation property) .

例如, 矩阵环就不满足消去律, 考虑(
0 1

0

)(
0 1

0

)
=

(
0 1

0

)(
0 2

0

)
= O

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 2.17 结合律和分配律还可以用来指作用.
(1) 已知 Y 作用在 X 上, X 上的封闭运算 “+”, 仿照正文写出作用

具有分配律的条件.
(2) 已知 Y 左作用在 X 上, Z 右作用在 X 上, 仿照正文写出两种作

用具有结合律律的条件.
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本章是对集合基数的讨论. 集合的基数是对集合大小的衡量. 本章讨
论了集合的基数及如何比较,还有三个由选择公理论证的关于基数的定理.

3.1 基数的定义

为了描述无穷集合的 “大小”, 我们先引入基数的概念.

定义 3.1 (等势, 基数) 已知集合 X,Y , 若存在双射 f : X
1:1↔ Y , 则

称 X,Y 是等势的 (equipotent)或有相同的基数 (cardinal) , 记作
|X| = |Y | 或 card(X) = card(Y ) 或 #X = #Y .

显然, 这与我们对有限集合的探讨的一致的. 因为 (2.17) 的 (4).
显然, 等势具有传递性: |X| = |Y |, |Y | = |Z| ⇒ |X| = |Z|.

例 3.2 (Hilbert 旅馆) |N| = |N∗| = |Z|.

证明 作

f : N −→ N∗

n 7−→ n+ 1

g : N −→ Z

n 7−→

k, n = 2k,

−k, n = 2k − 1.

�

评注 3.3 Hilbert 旅馆是一个著名的数学故事, Hilbert 有一家有 “无穷”1

1后面我们会看到, 这种无穷是可数无穷.

38
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房间的旅馆, 在所有房间都住满的情况下,
(1) 来了一位新客人, 我们可以这样安排房间, 将 1 号房间的客人换

至 2 号房间, 2 号房间的客人换至 3 号房间, 3 号房间的客人换至 4 号房

间, 如此类推, 1 号房间便空出来, 可以腾出一个房间.
(2) 来了无穷2 位客人, 我们可以这样安排房间, 将 1 号房间的客人换

至 2 号房间, 2 号房间的客人换至 4 号房间, 3 号房间的客人换至 6 号房

间, 如此类推, 奇数号的房间都空出来, 便可以腾出无穷个房间.

例 3.4 |N| = |N× N|.

证明 按图3.1方式将 N× N 排成一列,

图 3.1: |N| = |N× N|

设这列数为 {an},

a : N× N −→ N n 7−→ an

于是 N× N 与 N 等势. �

例 3.5 |Q| = |N|.

证明 仿照 (3.4), 这成为一道习题. �
2当然, 这种无穷也是可数无穷



40 第三章 集合的基数

例 3.6 |[0, 1)| = |[0, 1]| = |[0,+∞)| = |(0,+∞)| = |R|.

证明 作

f : [0, 1] −→ [0, 1)

x 7−→

x/2 ∃n ∈ N, s. t. x = 2−n,

x 其他情况.

作

g : [0, 1) −→ [0,+∞)

x 7−→ 1

1− x
− 1

剩下两个等号留做习题. �

例 3.7 |N| ̸= |R|.

证明 否则, 存在 f : N 1:1↔ R, 设 f(n) 的十进制小数为

f(0) = a00.a01a02a03 . . .

f(1) = a10.a11a12a13 . . .

f(2) = a20.a21a22a23 . . .
...

...
...

...
...

...
f(n) = an0.an1an2an3 . . .

...
...

...
...

...
...

∀n ∈ N∗, i ∈ N
ani ∈ {0, 1, 2 . . . , 9}

考虑对角线 {aii}, 作数列 {a′ii}:

a′ii =

2, aii = 3,

3, aii ̸= 3

作实数

b = a′00.a
′
11a

′
22a

′
33 . . .

但 b 不同于任何一个 f(n), 因为 b 与 f(n) 至少有一位是不同的, 从而不
会有 n 使得 f(n) = b, 产生了矛盾. �
上述这种方法被称为Cantor 对角线方法.
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定义 3.8 (可数集) 已知集合 X, 若 |X| = |N|, 则称 X 为可数 (count-
able) 集或可列集 , 记为 |X| = ℵ0 或 ω. 有限集和可数集合称为至多
(at most) 可数集 .

毫无疑问, 可数集的最大特点就是可以 “列出来”. 例如前面我们所证
明的, Z,N∗,N× N 都是可数集.

例 3.9 至多可数集的子集是至多可数集.

证明 通过一个双射, 子集映为 N∗ 的子集, 故不妨假设就在 N∗ 中考虑.
假设子集 S 不是有限集, 则总可以找到 S 中第 n 小的数 an. 这确定了一
个映射

a : N∗ −→ S n 7−→ an

这显然是单射, 为了看到是满射注意到, 对于 s ∈ S, 则 s 必然是 S 中前 s

小的数. �

例 3.10 至多可数个至多可数集之并是至多可数的.

证明 仿照 (3.4), 这成为一道习题. �

定义 3.11 (连续统) 已知集合 X, 若 |X| = |R|, 则称 X 为连续统 (con-
tinuum) , 记为 |X| = c.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 3.1 完成 (3.5) 以及 (3.10) 的证明.

习题 3.2 已知 |A1| = |A2|, 求证:
(1)|A1 ×B| = |A2 ×B|;
(2)|AB

1 | = |AB
2 |;

(3)|BA1 | = |BA2 |;
(4)|2A1 | = |2A2 |.

习题 3.3 求证: |N| = |N× {0, 1}|.
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习题 3.4 求证: 正偶数集合和正整数集合等势.

习题 3.5 求证: R 上的任何区间都是等势的.

习题 3.6 求证: 可数集的全体有限子集组成的集合是可数集.

习题 3.7 求证: |R| = |R \Q|. (提示: 例如, 取一个无理数
√
2, 考虑

{n
√
2 : n ∈ Z>0} ⊔ {−n

√
2 : n ∈ Z>0}

用前者来填补 Q, 后者来填补前者 ⊔ 后者. )

习题 3.8 在平面上给定一些点之后, 求证: 平面上可以从这些点出发尺规
作图的点是可数的 (可作的点指是可作的直线或圆之间的交点).

习题 3.9 若复数 x 是某个整系数多项式的根, 则称 x 是代数数 (alge-
braic number) ,

(1) 求证: 整系数多项式是可数的.
(2) 求证: 实代数数是可数的.

习题 3.10 求证: |R| = |C| = |R× R|. (提示: 将两个实数 “插空” 合成或
者读者乐意的话, 可以取 Peano 曲线 (注意到这是一个满射, 而不是双射)
再利用下一节的 Cantor-Bernstein-Schroder 定理 (3.15). )

习题 3.11 求证: 全体初等函数是连续统.

A 刁题 3.12 (Lindelöf 覆盖定理) 求证: R 中任何开覆盖都有至多可数的
子覆盖. 即, 若有开集族 {Ui}i∈I , 必有 I 的可数子集 J 使得∪

i∈I

Ui =
∪
j∈J

Uj

(提示: 利用 “可数拓扑基”, 参见 §7.3, 例如 B = {
(
r − 1

n
, r + 1

n

)
: r ∈

Q, n ∈ Z>0}, 则对于任意开集中任何一点, 都有其中某一个区间, 包含于
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这个开集且包含这个点. 对于开覆盖 {Ui}i∈I , 可以定义对于每一个 i 和

x ∈ Ui, 存在 Uix ∈ B 使得 x ∈ Uix ⊆ Ui. 则∪
i∈I

∪
x∈Ui

Uix =
∪
i

Ui

左边剔去重复的 Uix, 即上述过程定义了

φ : {(x, i) : x ∈ Ui} −→ B (x, i) 7−→ Uix

则 Imφ 是至多可数集, 设之为 {Bn}, 则对每一个 n, 设 (xn, in) 7→ n, 然
后证明 ∪

n

Uin =
∪
i

Ui

换句话说, 我们是证明任何一个开覆盖都可以加细成为一个可数覆盖, 通
过选取这个可数覆盖的每一个开集原本所在的开集来选取子覆盖. )

问题 3.13 回答下列问题:
(1) 求证: 至多可数条直线不能将平面覆盖. (提示: 找另一条直线,

考虑交点. 因为平面上的直线千千万, 总可以找到. 或者根据 Baire 纲定
理或者根据测度的角度, 总之有很多角度切入. )

(2) 求证: 有限维 R-线性空间不能被至多可数的真子空间及其平移覆
盖. (提示: 用归纳法. )

(3) 求证: 有限维 Q-线性空间能被至多可数的真子空间覆盖.

3.2 基数的比较

定义 3.12 已知集合 X,Y , 若存在单射 f : X ↩→Y , 则记 |X| ≤ |Y |.

显然, 根据 (2.15), “≤” 具有传递性: |X| ≤ |Y |, |Y | ≤ |Z| ⇒ |X| ≤
|Z|.
根据 (2.15) 和 (2.17) 的对偶关系, 或者说, 更精确地, 习题2.7, 存在

单射 f : X ↩→Y 当且仅当存在满射 g : Y → X 当且仅当 |X| ≤ |Y |.
下面的定理将回答 “≤” 是否具有反对称性, 即 a ≤ b, b ≤ a⇒ a = b.



44 第三章 集合的基数

命题 3.13 对集合 X, 若 A ⊆ X, 则 |A| ≤ |X|.

证明 考虑包含映射. �

� 补充 3.14 同样容易验证的是, 对于一族集合 {Xi}, 有
∣∣∪

i∈I Xi

∣∣ ≤∣∣⊔
i∈I Xi

∣∣. 因为后者到前者存在满射.

这条命题的反面不对, 例如我们上一节就已经看到的很多例子.

定理 3.15 (Cantor-Bernstein-Schroder 定理) 已知两集合 X,Y , 则

|X| ≤ |Y |, |Y | ≤ |X| ⇒ |X| = |Y |

证明 设 f : X ↩→Y , g : Y ↩→X, 作

{Ai} : A0 = X Ai+1 = (g ◦ f)(Ai)

{Bi} : B0 = g(Y ) Bi+1 = (g ◦ f)(Bi)

{Ci} : C0 = Y Ci+1 = (f ◦ g)(Ci)

{Di} : D0 = f(X) Di+1 = (f ◦ g)(Di)

容易得如下集合被包含链

X = A0 ⊇ B0 ⊇ A1 ⊇ B1 ⊇ . . .

Y = C0 ⊇ D0 ⊇ C1 ⊇ D1 ⊇ . . .

定义函数

h(x) =

f(x) ∃n ∈ N, s. t. x ∈ An −Bn,

g−1(x) 其余情形.

其中 g−1 是双射 g|f(X) 的逆函数, 且容易验证,

h(An \Bn) = Dn \ Cn+1

h(Bn \An+1) = Cn \Dn

h (
∩∞

i=1Ai) =
∩∞

i=1 Ci

从而 h(X) = Y . �
证明的过程请看图3.2. 以上定理表明, ≤ 是具有反对称性.
另一个定理是回答是否有最大的基数的问题.
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...

X Y

图 3.2: Cantor-Bernstein-Schroder 定理

定理 3.16 (Cantor 定理) 已知集合 X, 则 |X| < |2X |, 即

|X| ≤ |2X | |X| ̸= |2X |

证明 首先, 存在 φ : X ↩→ 2X , 只要取 φ(x) = {x}, 于是 |X| ≤ |2X |. 下
面假设存在双射 f : X → 2X , 考虑集合

S = {x ∈ X|x /∈ f(x)}

考虑 s := f−1(S), 则

s ∈ S ⇐⇒ s /∈ f(s) = S

矛盾. �
这一定理告诉我们无穷集合并非都一样大, 任何集合都有比之基数更

大的集合.
这种方法也是 Cantor 对角线方法.
这个证明有一个直观的解释. 如果我们用直线表示集合 X, 我们可以

给每个点标记上黑白两种颜色来标记子集中是否含这个元素, 若含则标记
黑色, 若不含则标记白色, 于是每一个子集被标为一个条形码. 若 2X 可以

和 X 建立双射, 则 2X 恰为 X 和 X 织成一张方形二维码, 每一行表示
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一个子集. 此时选取对角线, 再取其反色, 则得到的这个条形码将与每一
行的条形码都不相同 (因为至少有一个元素不相同), 从而矛盾. 如图3.3所
示. 这一直观解释翻译为集合语言便是上面的证明过程.

图 3.3: Cantor 定理

例 3.17 |R| = |2N|. 也就是说 c = 2ℵ.

证明 对于 x ∈ (0, 1), 将其 2 进制展开为

0.ax1ax2 . . . axn . . .

则这定义了一个 N∗ 的子集 Nx = {n ∈ N∗ : axn = 1}, 这是单射, 因为

x =

∞∑
i=1

axn
2n

=
∑
n∈Nx

1

2n

反之, 对于每一个 N∗ 的子集 S, 都定义了一个 3 进制小数3

x =
∑
n∈S

1

3n
= 0.bx1bx2 . . . bxn . . .

3使用 3 进制是为了避免规范小数的麻烦.
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这也是单射, 因为 S = {n ∈ N∗ : bxn = 1}. 剩余细节交给读者考虑. �
Cantor 定理否定了最大的基数的存在性, 而下面的命题则说明了最

小基数的存在性.

命题 3.18 任何一个无限集 X, |N| ≤ |X|.

证明 设无限集 X, 选 x0 ∈ X, 再任意选 x1 ∈ X − {x0}, 再任意选
x2 ∈ X − {x0, x1}, 以此类推, 由无限条件保证如此操作不会在有限步内
停止, 这样确定了一个无重复项的数列 {xn}, 这显然与 N 等势. �

评注 3.19 (连续统假设) 1900年，Hilbert在巴黎数学家大会上提出了 23
个最重要的问题供二十世纪的数学家们去研究，这就是著名的 “Hilbert23
个问题”, 连续统猜想位居首位, 猜想的内容是不存在集合 X 使得

ℵ0 < |X| < c. Godel 于 1940 年证明了连续统猜想与 ZF 公理体系不矛
盾, Paul Cohen 于 1963 证明了连续统猜想与 ZF 公理体系独立, Hilbert
第一问题就此宣告解决.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 3.14 若 |A1| ≤ |A2|, 求证:
(1)|A1 ×B| ≤ |A2 ×B|;
(2)|AB

1 | ≤ |AB
2 |;

(3)|BA1 | ≤ |BA2 |;
(4)|2A1 | ≤ |2A2 |.

问题 3.15 证明 Cantor-Bernstein-Schroder 定理的等价结论 (而不用原
定理): 设 A ⊆ B ⊆ X, 且 |A| = |X|, 求证: |B| = |A|. (提示: 按图3.4,
将灰色部分向内移动一层)

习题 3.16 求证: 不存在区间上的连续函数将有理数映为无理数, 将无理
数映为有理数. (提示: 分有理无理计算值域的基数)
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X
B

A

图 3.4: Cantor-Bernstein-Schroder 定理

问题 3.17 回答下列问题:
(1) 求证: 全体实数列与 R 等势, 即

|RN| = |R|

(提示: 只需验证和 [0, 1) 等势, 后仿照例3.4对小数部分操作)
(2) 求证: 实数上全体连续实函数是连续统.

问题 3.18 回答下列问题:
(1)对于 R的一族不交的开集族 {Ui},求证: {Ui}是至多可数集. (提

示: 因为每个 Ui 都必然交到某个有理数, 这定义了一个单射 {Ui} → Q. )
(2) 求证: 实数上全体单调函数是连续统. (提示: 证明单调函数左右

极限存在. )

问题 3.19 证明实数上任何开集都是可数个不相交区间的并. (提示: 对于
开集 U ⊆ R, 对任意 x ∈ U , 证明 (ax, bx) ⊆ U , 其中

ax = inf{a : (a, x) ⊆ U} bx = sup{b : (x, b) ⊆ U}

则 U =
∪

x(ax, bx). )

问题 3.20 我们要证明任何实函数 f 的右极限存在但不连续的点

{x ∈ R : f(x+ 0)存在且 <∞, f 在 x 处不连续}
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是可数个. 记
S = {x ∈ R : f(x+ 0) <∞}

En = {x ∈ R : ∃δ > 0,∀x, y ∈ (x− δ, x+ δ), |f(x)− f(y)| < 1

n
}

(1) 求证: f 的连续点为
∩∞

n=1En.
(2)S \ En 是可数集. (提示: 任给一个点 x ∈ S \ En, 根据 f 在 x 右

侧极限存在, 利用 Cauchy 准则, 存在 δ 使得 (x, x+ δ) ⊆ En, 从而 S \En

等势于某些不交的开集的势. )
(3) 证明此命题.

习题 3.21 求证:
(1) 任何一个无限集, 必然包含一个与 N 等势的子集.
(2) 任何一个无限集, 必然包含一个与 N 等势的真子集. (提示: 因为

可数集有. )
(3) 求证: 任何一个无限集, 必然包含一个等势的真子集. (提示: 仿

照习题3.7)
(4) 求证: 任何一个无限集, 删除或添加有限个元素后依然等势.

问题 3.22 (Cantor 集) 在 [0, 1] 上构造一列集合族如下

C0 = [0, 1]

C1 = [0, 1/3] ∪ [2/3, 1]

C2 = [0, 1/9] ∪ [2/9, 1/3] ∪ [2/3, 7/9] ∪ [8/9, 1]

. . . . . . . . .

即每次将各区间中间 1/3 段删去, 如图3.5所示.
(1) 求证:

C =
∞∩
i=0

Ci ̸= ∅

(提示: 利用习题1.8, 其实, Cantor 集是 (0, 1) 中三进制展开中不含 2 的所

有实数. )
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0 1

图 3.5: Cantor 集

(2) 求证:
|C| = |2N|

(提示: 对于一串无穷 0, 1 序列, 都能找到唯一的点在 C 中)

习题 3.23 记 P = {p|p 是素数}, 回答下列问题:
(1)(Euclid)求证: |P | = |N|;
(2) 求证: |N| ̸= |NP |. (提示: 注意到 2P = {0, 1}P ⊆ NP . )
(3) 由于每一个 n ∈ N, 都可以唯一地写为

n = pk1
1 p

k2
2 . . . pkm

m

则 n 可以看做映射

n : P −→ N

p 7−→

ki, ∃i, s. t. pi = p

0, 其他情况

从而 n ∈ NP , 但是 |N| ̸= |NP |, 怎么解释这种现象?

3.3 三条定理

定理 3.20 任意两个集合 X,Y , 则

|X| ≤ |Y | 或|Y | ≤ |X|
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定理 3.21 对于无限集 X,

|X| = |X × {0, 1}|

即 |X| = |X| × 2.

定理 3.22 对于无限集 X,

|X| = |X ×X|

即 |X| = |X|2.

我们在前几节已经证明了 X = N 有此性质, 参见 (3.18), 习题3.3, 以
及 (3.4).
以上三条定理的证明都必须使用选择公理来加以证明. 且用选择公理

的等价形式 —Zorn 引理 (5.23) 证明最为简单, 我们到介绍时再提, 这不
影响我们体系的正确性 4. 不过由于证明定理3.22需要定理3.21, 所以下面
我们对两个定理的推论作区分, 留后面证明备用.
以下是定理3.21的推论.

命题 3.23 集合 A,B 之中有无限集, 则

|A ∪B| = max(|A|, |B|)

证明 不妨设 |A| ≤ |B| 通过 f : A→ B, 则 max(|A|, |B|) = |B|, 则

|A ∪B|
g

≤ |B × {0, 1}| = |B|

其中

g : A ∪B −→ B × {0, 1}

x 7−→

(f(x), 0), x ∈ A,

(x, 1), x /∈ A.

容易验证 g 是单射. �
4当然, 未来的集合论学家可能会抱怨本书几乎处处都是不 “正确” 的.
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推论 3.24 已知无限集 C, 若 |A ∪B| = |C|, 则

|A| = |C| 或|B| = |C|

以下是定理3.22的推论.

命题 3.25 若 A 为无穷集合,
(1) 若 0 < |B| ≤ |A|, 则:

|A| = |A×B|

(2) 若 2 ≤ |B| ≤ |A|, 则:

|2A| = |BA| = |AA|

(3) 设集族 {Ba}a∈A, 其中 ∀a ∈ A, |Ba| = |B| 则∣∣∣∣∣⊔
a∈A

Ba

∣∣∣∣∣ = max(|A|, |B|)

证明 (1) 任取 b ∈ B, 则

|A| = |A× {b}| ≤ |A×B| ≤ |A×A|

夹逼成功.
(2) 因为

|2A| ≤ |BA| ≤ |AA| ≤ |(2A)A| = |2A×A|

其中用到了 Cantor 定理 (3.16), |A| < |2A|.
(3) 设 fa : Ba

1:1↔ B, 作

f :
⊔

a∈ABa −→ A×B

x ∈ Ba 7−→ (a, fa(x))

为保证良定义性, 若 x 属于多个 Ba, 任选其中一个 Ba 映射. 如此定义之
下, 容易验证这是单射, 于是

∣∣∪
a∈ABa

∣∣ ≤ |A×B|. �
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≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 3.24 任何无限集 X,若 Y ⊆ X 满足 |Y | < |X|,求证: |X\Y | = |X|.

习题 3.25 任何一个无限集必然存在一个等势的子集, 使得其补集也等势.

习题 3.26 不利用本节一开始的两个定理证明: 若 A 为无穷集合,

|A| = |A ∪ N|

(提示: 取 A 中的可数子集.)

习题 3.27 无限集 A 的所有有限子集组成集合的基数与 A 相同.

3.4 Cantor 悖论

本节在于展示朴素集合论中的另一个著名的漏洞.
考虑所有集合作成的集合 U , 其幂集 2U 的基数. 根据 Cantor 定理

|U | < |2U |

但 2U 是一些集合组成的集合, 故

2U ⊆ U

从而

|2U | ≤ |U |

矛盾, 产生了悖论, 说明我们的体系出现了矛盾.
这个悖论由不存在最大的基数的论点产生, 迫使我们不得不考虑 “过

多” 集合组成集合的合理性. 为了让体系合理, 我们对由集合组成的 “集
合” 先暂且用 “类 (class) ” 来称呼, 然后如同朴素集合论建立的方式, 一
切照旧建立类的属于交并补等概念, 不过定义一些特征只能加在集合之
上, 例如我们规定, 描述法定义集合的时候, 必须在某一个确是集合的类
下定义, 这样便可以保证 Russell 悖论不再上演. 我们用 “真类 (proper
class) ” 来表示不是集合的类, 例如前面 Russell 悖论中的 “集合”, 以及悖
论中的所有集合组成的 “集合”, 都不是集合, 而只是真类.



第四章 关系

本章介绍的是关系. 关系同样搭建起两个集合之间的桥梁. 本章讨论
了关系及其运算, 并在最后给出关系的闭包的概念.

4.1 关系的定义

定义 4.1 (关系) 已知集合 X,Y , R ⊆ X ×Y , 则称 R 为 X 和 Y 上的二

元关系 (relation) , 简称关系. 若 (x, y) ∈ R, 则记 xRy, 否则记为 x ̸R y.
若 Y = X, 则称 R 为 X 上的二元关系.

定义 4.2 (反关系) R 为 X 和 Y 上的二元关系, 定义

Rop = {(y, x) : xRy}

称为 R 的反关系 .

或许难以理解, 但关系确实可以看做有序对的指定, 而指定的对象, 就
是具有这种性质的 (x, y) 的全体, 这就是抽象意义下的 “关系”. 我们不会
去管这个关系具体是什么或有什么实际用途, 我们只是先定义出一个一般
的关系, 我们再去研究具有哪些性质的关系是 “好” 的, 或是值得研究的.
这种方法与初等数学的决裂, 将会贯彻几乎整个现代数学, 我们将在后面
的部分有更多见识.
例如实数的等于, 大于, 小于, 大于等于, 小于等于, 不等于, 都可以看

成 R 上的某些指定的子集对. 更多的例子如在初等几何中, 直线相交平
行, 曲线相交相切, 实际上都是对平面上的子集对的指定.

54
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� 补充 4.3 回忆我们前面提到的特征函数 (1.11), 关系 R ⊆ X × Y 实际上

和如下映射是一一对应

R : X × Y −→ {0, 1} (x, y) 7−→

1 xRy

0 x ̸R y

也就是说我们可以把 {0, 1} 看成 {不满足关系, 满足关系}, 然后用一个映
射来指定. 这样或许更加自然.
另外, 我们还可以将上述定义看成是一个 X 和 Y 到 {0, 1} 的二元运

算.

定义 4.4 (空关系, 全关系) R 为 X 和 Y 上的二元关系, 若 R = ∅, 则
称 R 为空关系 . 若 R = X × Y , 则称 R 为全关系 .

R 为 X 上的二元关系, 若 R = {(x, x)|x ∈ X}, 则称 R 为恒

等 (identity) 关系或单位关系 , 记为 I.

定义 4.5 (自返性) R 为 X 上的二元关系, 若

∀x ∈ X,xRx

称 R 为自返的 (reflexive) , 自反的或反身的 .

例如恒等关系, 实数上的 =,≤,≥ 都是自返的.

定义 4.6 (反自返性) R 为 X 上的二元关系, 若

∀x ∈ X,x ̸R x

称 R 为反自返的 (anti-reflexive) , 反自反的或反反身的 .

定义 4.7 (对称性) R 为 X 上的二元关系, 若

xRy ⇐⇒ yRx

称 R 为对称的 (symmetric) .
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例如实数上的 =, ̸= 是对称的.

定义 4.8 (反对称性) R 为 X 上的二元关系, 若

xRy, yRx⇒ x = y

称 R 为反对称的 (anti-symmetric) .

例如实数上的 =,≤,≥ 是反对称的.

定义 4.9 (传递性) R 为 X 上的二元关系, 若

xRy, yRz ⇒ xRz

称 R 为传递的 (transitive) .

例如实数上的 =,≤,≥ 是传递的.
显然, 空关系是集对称, 反对称, 传递于一身的. 而全关系是自返, 对

称, 传递的. 恒等关系是自返, 对称, 传递的. 请读者自行根据例子来判定
关系的性质.
下面, 我们介绍表示关系的两个有力工具 —关系图和关系矩阵.

评注 4.10 (关系的图示) 关系图主要用于表示一个集合上的关系, 用于两
个集合的例子是自明的, 读者可以自然地得到. 对于 X 上的关系 R, 用点
来表示 X 中的元素, 若 x1Rx2, 则将 x1, x2 两点用箭头相连. 例如集合
上 {0, 1, 2, 3} 上的关系

R = {(0, 0), (0, 1), (2, 1), (3, 2), (1, 3)}

可以表示为图4.1.
显然,

• 反关系是将箭头倒置.

• 自返关系的特点是每个顶点都有自身指向自身的箭头.
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1

2

0

3

图 4.1: {0, 1, 2, 3} 上的关系 R

• 对称关系则是所有边都 “有去有回”.

• 传递关系则是, 在两个顶点之间若有通路, 则两顶点相连.

故在不引起混淆的情形下, 对于具有对称性的关系表示时, 不需要标出箭
头, 只需要画一根线相连. 在具有自返性的关系中, 可以不画自身到自身
的箭头. 在具有传递性的关系中, 只要有通路即可不画连接的箭头.

评注 4.11 (关系矩阵) 对于 X 和 Y 上的关系 R, 欲用矩阵来表示 R,
以行表 X, 列表示 Y , 若 xRy, 则在 x, y-位置标以 1, 否则标以 0. 由
{0, 1} 组成的矩阵被称为 Boole 矩阵 (Boolean matrix), 得名的原因是因
为 Boole 提出的逻辑算术. 例如, 集合上 {0, 1, 2, 3} 到 {a, b, c} 上的关系

R = {(0, a), (1, c), (2, a), (3, b), (1, a)}

可以表示为

a b c

0

1

2

3


1 0 0

1 0 1

1 0 0

0 1 0


显然,

• 反关系对应着矩阵的转置.

• 单位关系对应单位矩阵 (即只有对角线上是 1 的矩阵).
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• 自返性 ⇐⇒ 对角线上全是 1.

• 对称性 ⇐⇒ 对应着对称矩阵.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 4.1 求证:
(1) 自返关系与自返关系的交都是自返关系;
(2) 自返关系与任何关系的并都是自返关系;
(3) 对称关系与对称关系的交并差都是对称关系;
(4) 传递关系与传递关系的交是对称关系;
(4) 传递关系与传递关系的并未必是传递关系. (提示: • → • ⇒ •. )

习题 4.2 考虑 n 元集 M 上的二元关系 R, 求:
(1) 关系 R 的数目; (提示: 2n

2 . )
(2) 自返关系 R 的数目; (提示: 2n

2−n. )
(3) 对称关系 R 的数目; (提示: 2n(n−1)/2. )
(4) 反对称关系 R 的数目. (提示: 2n(n−1)/2. )

习题 4.3 R 为 X 上的非空二元关系, 求证: R 不能既是对称, 传递的又
是反自返的.

A 刁题 4.4 R 为 X 上的二元关系, 若

xRy, yRz ⇒ x ̸R z

称 R 为反传递的. 回答下列问题:
(1) 验证: 平面上的垂直是反传递的, 空间中则不然;
(2) 在 N 定义关系:

xRy : ⇐⇒ x+ y是奇数

求证: R 是反传递的.
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(3) 已知集合 X, X = A ⊔B, 求证: 下列关系是反传递的

xRy : ⇐⇒ (x, y) ∈ A×B 或(x, y) ∈ B ×A

(4)(Mantel, 1907)求证: 若 2n 元集合 M 上对称关系 R, 满足
|R| > 2n2, 则 M 不是反传递的. (提示: 用关系的图示, 选择一条边 (a, b),
剩余点按照连接 a 点或 b 点分类, 最后利用均值不等式. )

习题 4.5 对于 Boole 矩阵 A = (aij)n×m,B = (bij)n×m, 定义运算

A andB = (min(aij , bij)) A orB = (max(aij , bij)) notA = (1− aij)

其中, 下面, 用 MR 表示集合 X 和 Y 上关系 R 的矩阵, 求证:
(1)MR1∩R2

= MR1
andMR2

;
(2)MR1∪R2

= MR1
orMR2

;
(3)MRc = notMR.

4.2 关系的运算

下面引入关系的复合的概念.

定义 4.12 (关系的复合) 已知 X 和 Y 上的关系 R, Y 和 Z 上的关系 S,
定义关系的复合

R ◦ S := {(x, z) ∈ X × Z : ∃y ∈ Y, s. t. xRy, ySz}

关系的复合的一个生活化的例子是 “夫妇” 关系和 “母子” 关系的复
合是 “父子” 关系.
这种复合可以看成关系的乘法, 这是因为关系的复合有结合律.

命题 4.13 (结合律) 已知 X 和 Y 上的关系 R, Y 和 Z 上的关系 S, Z
和 W 上的关系 T , 则

R ◦ (S ◦ T ) = (R ◦ S) ◦ T
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证明 R ◦ (S ◦ T ) = {(x,w) : ∃y ∈ Y, z ∈ Z, s. t. xRy, ySz, zTw} =

(R ◦ S) ◦ T . �

评注 4.14 关系的复合在关系的图示中的体现是将所有的如下图的虚线
和点线相连的点相连, 如图4.2所示.

a

b

c

R S

R ◦ S

图 4.2: 关系的合成

而在矩阵的角度, 为了揭示关系的复合和矩阵的联系, 我们需要定义
Boole 矩阵的运算, 为此, 我们先引入一些逻辑运算符.

定义 4.15 (与, 或, 非) 在 {0, 1} 上定义运算, 与 , 或 , 非运算

a and b = min(a, b) a or b = max(a, b) not a = 1− a

即

or :

a b a or b
0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 1

and :

a b a and b
0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

not :
a not a
0 1

1 0

容易验证, 与, 或运算具有结合律, 交换律, 还互相拥有分配律的运算.

定义 4.16 (Boole 矩阵) 对于Boole 矩阵A = (aij)n×m,B = (bij)m×k,
定义其乘法

AB = (cij)n×k cij = (ai1 and b1j) or(ai2 and b2j) or . . . or(aim and bmj)
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容易验证, 和惯常的矩阵定义类似, 只不过将乘法改为 and, 加法改为
or. 同样容易验证, Boole 矩阵的乘法有结合律.

命题 4.17 已知关系 R,S, T , 用 MR,MS ,MT 表示其关系矩阵, 则

T = R ◦ S ⇐⇒ MT = MRMS

证明 设对应集合 X
S→ Y

R→ Z,X
T→ Z. 并且设

MS = (syx) MR = (rzy) MT = (tzx)

注意到

x(R ◦ S)z ⇐⇒ ∃y ∈ Y s. t. xRySz

当且仅当至少有一个 y 使得 rzy, syx 都为 1, 即

. . . or(rzy and syx) or . . . = 1

这正是矩阵的表达式, 故 T = R ◦ S ⇐⇒ MT = MRMS . �

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 4.6 证明:
(1) 自返关系与自返关系的复合还是自返关系;
(2) 对称关系与对称关系的复合还是对称关系;
(3) 传递关系与传递关系的复合未必是传递关系.
(提示: 1 → 2 ⇒ 3 → 4 ⇒ 5. )

习题 4.7 验证: Boole 矩阵有结合律. 即对于 Boole 矩阵 A,B,C, 有

A(BC) = (AB)C

问题 4.8 (Luce, 1952) 已知 Boole 矩阵 A = (aij)n×n, 若存在矩阵
B = (bij)n×n 使得

AB = BA = I
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则称 A 可逆, B 为 A 的逆. 其中 I 是单位 Boole 矩阵.
本问题的目的是证明 A 可逆 ⇐⇒ A 是置换矩阵 (即每行每列有且

只有一个 1 的矩阵), 且逆是其转置.
(1) 求证: 若 A 可逆, 则逆是唯一的.
(2) 若 A 满足: ∃i,∀j, aij = 0, 求证: A 不可逆.
(3) 若 A 满足: aij = 1, 求证: bji = 1, 且 ∀k ̸= i, bjk = 0, ∀k ̸=

j, bki = 0.
(4) 求证: A 可逆 ⇐⇒ A 是置换矩阵, 且逆是其转置.

4.3 关系的闭包

定义 4.18 已知 X 上的关系 R, 若自返关系 S 满足, 对于任何自返关系
T ,

R ⊆ T ⇐⇒ S ⊆ T

则称 S 为 R 的自返闭包 (closure) .
将自返换为对称, 传递, 即可得到对称, 传递闭包的定义.

命题 4.19 以下 [X] 代表自返, 对称, 传递之中的任何一个. 关于如上关
系的闭包, 有

(1) [X] 闭包是存在且唯一的, 且等于

S =
∩

[X] 关系 T ⊇ R

T ⊇ R

若记关系 R 的 [X] 闭包为 ⟨R⟩, 则

(2) R ⊆ ⟨R⟩. (递增性)

(3) S ⊆ T ⇒ ⟨S⟩ ⊆ ⟨T ⟩. (单调性)

(4) ⟨⟨S⟩⟩ = ⟨S⟩. (幂等性)
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(5) R 是 [X] 的当且仅当 ⟨R⟩ = R.

证明 (1) 容易验证, [X] 的关系的 (任意) 交还是 [X] 的, 故对于关系 R,
故

S =
∩

[X] 关系 T ⊇ R

T ⊇ R

是一个 [X] 关系, 从而对任何 [X] 关系 T ,

R ⊆ T ⇐⇒ S ⊆ T

故 [X] 闭包是存在的. 而若有两个 [X] 闭包 S, S′, 则

R ⊆ S′ ⇐⇒ S ⊆ S′ R ⊆ S ⇐⇒ S′ ⊆ S

从而是相等的.
(2) 根据定义

R ⊆ ⟨R⟩ ⇐⇒ ⟨R⟩ ⊆ ⟨R⟩

右边显然是正确的.
(3) 根据 (2)

S ⊆ T ⇒ S ⊆ ⟨T ⟩ ⇐⇒ ⟨S⟩ ⊆ ⟨T ⟩

(4) 容易验证,

⟨S⟩ ⊆ ⟨S⟩ ⇐⇒ ⟨⟨S⟩⟩ ⊆ ⟨S⟩

另一方向根据 (2).
(5) 一方面, 根据定义 ⟨R⟩ 已经是 [X] 关系, 从而 ⟨R⟩ = R 意味着 R

是 [X]关系. 另一方面,若 R本身已经是 [X]关系,从而根据定义, ⟨R⟩ = R.
命题得证. �
为了表示清楚关系的闭包, 在本节, 采取临时的记号, 恒等关系记为 I,

并定义

Rn+1 = Rn ◦R n ≥ 1

另外, 自返闭包, 对称闭包, 传递闭包分别记为 r(R), s(R), t(R).
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命题 4.20 已知 X 上的关系 R, 对于各种闭包有如下刻画

• R 的自返闭包

r(R) = R ∪ I

• R 的对称闭包

s(R) = R ∪Rop

• R 的传递闭包

t(R) =

∞∪
i=1

Ri

证明 关于自返闭包和对称闭包的论证非常容易. 设 S 为包含 R 的传递

关系, 由于
xRy, yRz ⇒ xSz

故 R2 ⊆ S, 以此类推, Ri ⊆ S. 而关系 R :=
∪

i∈N∗ Ri 已经是传递的, 因为
若 xRy, yRz, 设 xRiyRjz, 则存在 a1, a2, . . . , ai−1; b1, b2, . . . , bj−1 使得

xRa1Ra2R . . . RaiRyRb1Rb2R . . . RbjRz

于是 xRi+jz, 从而 xRy. �
这条命题利用关系的图示将看得颇为清晰, 按照在关系的图示中关

系的复合的意义, xR2y 表示关系是 x, y 两点之间 “走两步能到”, 具体如
图4.3.
而 R3 表示 “走三步能到”能到, 以此类推, 将其全部并起来,

∪
i∈N∗ Ri

将会表示 “能到”, 而传递性在图中的体现就是 “通路” 始末均有边直接相
连, 于是

∪
i∈N∗ Ri 传递.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 4.9 利用刻画 (4.20) 证明, 对于关系 R1, R2, 求证:
(1) 自返闭包

r(R1 ∪R2) = r(R1) ∪ r(R2)
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R R2

图 4.3: “走两步能到”

(2) 对称闭包
s(R1 ∪R2) = s(R1) ∪ s(R2)

(3) 传递闭包
t(R1 ∪R2) ⊇ t(R1) ∪ t(R2)

(4) 举出 t(R1 ∪R2) ̸= t(R1) ∪ t(R2) 的例子.
(提示: 1 → 2 3 1 2 → 3)

习题 4.10 已知 X 上的关系 R, 求证:
(1)R 是自返关系, 则对称闭包 s(R) 是自返的, 传递闭包 t(R) 是自

返的;
(2)R 是对称关系, 则自返闭包 r(R) 是对称的, 传递闭包 t(R) 是对

称的;
(3)R 是传递关系, 则自返闭包 r(R) 是传递的, 对称闭包 s(R) 未必

是传递的.

问题 4.11 已知 n 元集合 X 上的关系 R, 求证: R 的传递闭包

t(R) =
n∪

i=1

Ri

(提示: 从关系图式中寻找思路. )
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本章我们介绍数学中最为重要的两种关系.

5.1 等价关系与划分

定义 5.1 (等价关系) 已知集合 X 上的关系 ∼, 若 ∼ 满足:

Eq1 ∀x ∈ X,x ∼ x. (自返性)

Eq2 x ∼ y ⇐⇒ y ∼ x. (对称性)

Eq3 x ∼ y, y ∼ z ⇒ x ∼ z. (传递性)

则称 ∼ 是等价 (equivalence) 关系 . 对于 x ∈ X, 记

[x] = {y ∈ X : x ∼ y}

称为 x 所在的等价类 .

等价关系的例子很多, 如数论中的同余, 线性代数中的相抵, 合同, 相
似是等价关系

命题 5.2 已知集合 X 上的等价关系 ∼, x, y ∈ X, 关于等价类有如下性
质:

(1) x ∼ y ⇐⇒ x ∈ [y] ⇐⇒ [x] = [y];

66



5.1 等价关系与划分 67

(2) x ̸∼ y ⇐⇒ x /∈ [y] ⇐⇒ [x] ∩ [y] = ∅;

(3) X =
∪

x∈X [x].

证明 (1) 因为
x ∼ y

对称性⇐⇒ y ∼ x
定义⇐⇒ x ∈ [y]

可得第一个 ⇐⇒ , 而第二个 ⇐⇒ 是因为

z ∈ [x] ⇐⇒ x ∼ z
对称性, 传递性⇐⇒ y ∼ z ⇐⇒ z ∈ [y]

(2) 第一个 ⇐⇒ 是 (1) 的 ⇐⇒ 的逆否命题, 而第二个 ⇐⇒ 是因

为

[x] ∩ [y] = z ⇐⇒ z ∈ [x], z ∈ [y] ⇐⇒ x ∼ z, y ∼ z
对称性, 传递性⇒ x ∼ y

反之, 根据 (1)

x ∼ y ⇐⇒ [x] = [y] ⇒ [x] ∩ [y] ̸= ∅

(3) 显然, 根据自返性, x ∈ [x]. �
也就是说, 等价类要么不交, 要么就相等.

定义 5.3 (划分) 已知集合 X, 若集合族 F ⊆ 2X − {∅}, 且:

X =
⊔
S∈F

S

则称 F 为 X 的划分 (partition)或无交并分解 . (即 F 中成员两两交
集为 ∅, 且并起来为 X.)

命题 5.4 已知集合 X, 则 X 上的一个等价关系和 X 的一个划分相互,
互逆确定. 具体来说,

• 对于等价关系 ∼, 确定的划分为

{[x] : x ∈ X}
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• 对于划分 F, 确定的等价关系为

x ∼ y ⇐⇒ x 和 y 在同一类

• 且二者互逆.

证明 前面 (5.2), 已经说明 {[x] : x ∈ X} 是一个划分了. 而对于划分 F,
其确定的关系容易验证也是等价关系. 因为任何元素 x, 自身必然和自身
一类; 任何 x, y 若在同一类, 则 y, x 必然也在同一类; 若 x, y 和 y, z 在同

一类, 则 x, z 在同一类.
关于互逆, 我们容易验证, 等价关系 ∼ 确定的划分确定的等价关系为

x ∼′ y ⇐⇒ x 与 y 在同一等价类

而 x 已经在 [x] 之中了, 故等价于 y ∈ [x] 等价于 x ∼ y. 而划分 F 确定的

等价关系所决定的等价类为,

[x] = {y ∈ X : y 和 x 在同一类} = x 所在的那一类

故 {[x] : x ∈ X} = F. �
可以考虑这样一个例子, 假设一袋各种颜色的球, 我们定义等价关系

为两个球颜色相同, 于是球就可以按颜色作好划分. 最为有趣的是, 在划
分的过程中, 我们并没有涉及到某些特点的颜色, 甚至我们也不关心总共
有多少种颜色, 而只是有对颜色相同和不同的判断, 尤其当涉及颜色时, 我
们会说 “某个球具有的颜色”, 而不会说 “黄红蓝” 这样具体的颜色, 这正
是内涵与外延的区别.

定义 5.5 (商集, 代表元) 已知集合 X 上的等价关系 R, 定义

X/R = {[x] : x ∈ X}

称为 X 的商 (quotient) 集 .
若 {xi}i∈I ⊆ X 使得 {[xi]} = X/R, 且 i ̸= j 时, [xi] ∩ [xj ] = ∅. 则

称 {xi} 为等价关系 ∼ 的一组代表元 . 对于 y ∈ [x], 也称 y 是 [x] 的代

表元.
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关于商集的第一手例子可见下一节习题.
商集的一个直观解释就是把一个集合中某些元素 “混为一谈” 之后缩

为一体, 这个过程只需要定义被 “混为一谈” 的元素相互等价即可.
将集合中的元素安排妥当等价类后, 一个紧要的课题是代表元的选

取, 选取典范的规则的代表元总会为研究带来很多方便, 矩阵论中层出不
穷的标准型, 规范型, 典范型便是一例.
代数学和拓扑学最开始所作的工作就是将集合上的结构自然地赋予

子集, 商集以及 Cartesius 积, 让子集, Cartesius 积以及商集继承原集合的
性质, 最大程度地保全原有的结构, 尽管产生的结果会有所变异, 这样的行
为创造了更多的对象, 使得涉及结构时, 描述会方便许多, 我们将在本书的
后半部分对此有所领略.

� 补充 5.6 (生成的等价关系) 回忆关系的闭包 (4.18), 将定义中的自返换
为等价, 我们就定义了等价闭包 , 我们更喜欢称之为生成的等价关系 , 具
体来说,
已知 X 上的关系 R, 若等价关系 S 满足, 对于任何等价关系 T ,

R ⊆ T ⇐⇒ S ⊆ T

则称 S 为 R 生成的等价关系.
且容易验证, (4.19) 的几条对等价也满足. 当然, 对等价关系也有直

接的刻画, 参见习题5.3.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 5.1 试用关系的图示来表示等价关系和划分. (提示: “连成一片”. )

习题 5.2 试用关系矩阵来表示等价关系和划分. (提示: “分块矩阵”. )

习题 5.3 求证: 生成的等价关系是自返闭包的对称闭包的传递闭包, 是对
称闭包的自返闭包的传递闭包, 也是对称闭包的传递闭包的自返闭包; 但
不是自返闭包的传递闭包的对称闭包, 是传递闭包的自返闭包的对称闭
包, 也是传递闭包的对称闭包的自返闭包. 即对称闭包必须在自返闭包之
前取. (提示: 根据习题4.10. )
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问题 5.4 (加细) 已知集合族 A ⊆ 2X , B ⊆ 2X , 若

∀A ∈ A, ∃B ∈ B, s. t. A ⊆ B

则称 A 是 B 的加细 (refinement) . 已知集合 X, 有两个等价关系
R1, R2

(1) 求证: R1 ⊆ R2 的充分必要条件是 X/R1 是 X/R2 的加细.
(2) 若 R1 ⊆ R2, 求证: R2 的等价类是 R1 的一些等价类之并.
(3) 求证:

X/(R1 ∩R2) =

 ∪
[x]1∈X/R1,[y]2∈X/R2

{[x]1 ∩ [y]2}

− {∅}

(4) 若 |X/R1| = n, |X/R2| = m, 求证: |X/(R1 ∩R2)| ≤ mn.

A 刁题 5.5 (Bell 数) 定义Bell 数 {Bn} 满足:

Bn =
n∑

k=1

(
n− 1

k − 1

)
Bn−k B0 = B1 = 1

(1) 求证: n 元集 X 上的等价关系数量为 Bn. (提示: 考虑 |[n]| = k

的等价关系数量)
(2) 求证:

Bn =
1

e

∞∑
k=0

kn

k!

(提示: 考虑 B(x) =
∑∞

n=0
Bn

n!
xn, 然后利用微分方程求得 B(x) 的表达式)

A 刁题 5.6 (第二类 Stirling 数) 定义第二类 Stirling 数S2(n, r) 满足:

xn =
n∑

i=0

S2(n, i)x
[i]

其中 x[r] = x(x− 1)(x− 2) . . . (x− r + 1)

(1) 求证: 上定义的良定义性, 即验证 S2(n, r) 足以被确定. (提示:
线性代数. )
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(2) 求证: 有递推公式

S2(n, k) = kS2(n− 1, k) + S2(n− 1, k − 1)

(3) 证明: n 元集 X 上满足 |X/ ∼ | = k 的等价关系 ∼ 的数量为
S2(n, k). (提示: 先求满足 |X/ ∼ | = k 的等价关系 ∼ 的数量)

5.2 等价关系与映射

定义 5.7 (自然映射) 已知集合 X 上的等价关系 ∼, 作为 (2.7) 的补充,
定义

π : X −→ X/ ∼
x 7−→ [x]

为自然 (natural) 映射 .

显然, 自然映射是满射.

定义 5.8 (等价核) 已知集合 X,Y , f : X → Y , 定义等价关系

x ∼ y : ⇐⇒ f(x) = f(y)

由此确定的等价关系被称为 f 诱导的等价关系或 f 诱导的划分, 或 f

的等价核 (kernel) .

容易验证, f 是单射 ⇐⇒ f 对应的等价核是恒等关系.

命题 5.9 对于两个集合 X,Y , 映射 φ : X → Y , 假设 φ 诱导的等价关系

为 ∼, φ 的像为 I, 记 π : X → X/ ∼ 为自然映射, ι : I → Y 为包含映射,
则

(1) 存在唯一的满射 φ̄ : X → I 使得 ι ◦ φ̄ = φ.

(2) 存在唯一的单射 φ̃ : X/ ∼→ Y 使得 φ̃ ◦ π = φ.

(3) 存在唯一的双射 φ̂ : X/ ∼→ I 使得 ι ◦ φ̂ ◦ π = φ.
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X
φ //

π

�� φ̄
//

Y

X/ ∼
φ̂

//

φ̃

//

I

ι

OO

证明 我们证明 (3), 剩余的存在性和唯一性是类似的. 定义

φ̂ : X/ ∼ −→ I

[x] 7−→ φ(x)

因为

[x] = [y] ⇐⇒ x ∼ y ⇐⇒ φ(x) = φ(y)

从而是良定义的, 且是单射. 而显然, φ̂ 是到 I 的满射, 存在性得证. 关于
唯一性, 注意到, 根据要求

(ι ◦ φ̂ ◦ π)(x) = φ̂([x]) = φ(x)

这就是我们定义的结果. �
直接的结论是任何映射都是一个满射在左边复合上单射. 用生活化

的语言, 将货物装入货车可以先将 “放在同一车” 的货物先分好, 和 “要装
货” 的货车挑选出来.

定义 5.10 (提升) 对于已知集合 X,Y , Y 的商集 Y / ∼, 设映射 f : X →
Y , π : Y → Y / ∼ 是自然映射, 记 g = π ◦ f : X → Y / ∼. 称 f 是 g 的提

升 (lifting) , g 可以提升为 f .

类比扩张的定义 (2.9), 注意到限制实际上是包含映射在左边复合上
函数.

评注 5.11 (子集和商集的对偶) 我们指出, 子集和商集是对偶的, 对于集
合 X

• 每一个子集 A, 有嵌入映射 ι : A→ X, 这是单射.

每一个商集 X/ ∼, 有自然映射 π : X → X/ ∼, 这是满射.
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• 反之, 对每一个单射 f : X → Y , 这对应 Y 的与 X 等势的子集

Im f .

反之, 对每一个满射 f : X → Y , 这对应 X 与 Y 等势的商集 X/ ∼.

X
f //

|·|=|·| !!D
DD

DD
DD

D Y

Im f

ι

OO X
f //

π

��

Y

X/ ∼
|·|=|·|

<<yyyyyyyy

• 对于集合 X,Y , X 子集 A, 及包含映射 ι : A → X, 称 f : X → Y

为 g : A→ Y 的扩张当 f = g ◦ ι.

对于集合 X,Y , Y 商集 Y / ∼, 及自然映射 π : Y → Y / ∼, 称
f : X → Y 为 g : X → Y / ∼ 的提升当 f = π ◦ g.

X
f // Y

A

ι

OO

g

>>~~~~~~~~

X
f //

g ""E
EE

EE
EE

E Y

π

��
Y / ∼

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 5.7 对于满射 f : X → Y , 设其诱导的等价关系为 ∼, 求证:

X/ ∼= {f−1(y) : y ∈ Y }

问题 5.8 (整数) 在 N× N 上定义关系

(x, y) ∼ (x′, y′) ⇐⇒ ∃z ∈ N, s. t. x+ y′ + z = x′ + y + z

(1) 求证: ∼ 是等价关系.
(2) 求证: 如下映射

f : N× N/ ∼ −→ Z
[(a, b)] 7−→ a− b

是双射.
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问题 5.9 (有理数) 在 Z× Z 上定义关系:

(a, b) ∼ (c, d) : ⇐⇒ ad = bc

(1) 求证: ∼ 是等价关系;
(2)(a, b) 的等价类记为 a/b, 定义乘法和加法

(a/b)(c/d) = (ac/bd)

(a/b) + (c/d) = (ad+ bc/bd)

求证:
(a) 上述定义属良定义 (即与代表元选取无关)
(b) 求证: 加法有交换律和结合律, 乘法有交换律和结合律, 乘法对

加法有分配律.
(c) 求证: 存在映射 g : Z → Z× Z/ ∼, 使得

g(m) + g(n) = g(n+m)

g(m)g(n) = g(mn)

问题 5.10 (商空间) 已知线性空间 V , 子空间 W , 定义关系

α ∼ β : ⇐⇒ α− β ∈W

(1) 求证: ∼ 是等价关系;
(2)α 的等价类记为 α+W , 定义加法和数乘

(α+W ) + (β +W ) = α+ β +W

k(α+W ) = kα+W

求证:
(a) 上述定义属良定义 (即与代表元选取无关), 且 V / ∼ 为线性空

间, 记为 V /W , 称为 V 模 W 的商空间.
(b) 对于有限维线性空间 V , 如果分别找到了 W 和 V /W 的一组

基 {e1, . . . , er} 和 {er+1 +W, . . . , en +W}, 证明 {e1, . . . , en} 构成 V 的

一组基. 从而证明: dimV = dimW + dim(V /W ).
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(c)如果有线性变换 V
A→ V , W 是 A 的不变子空间 (即, A (W ) =

W ), 证明如下映射是良定义的

A : V /W −→ V /W v +W 7−→ A v +W

(d) 按照 (b) 和 (c) 的记号, 如果 A |W 在 {e1, . . . , er} 下的矩阵是
A1, A 在 {er+1+W, . . . , en+W}下的矩阵是 A2, 那么 A 在 {e1, . . . , en}

下的矩阵是

(
A1 ∗

A2

)
关于商空间, 请参看图5.1.

W
O

α+W

图 5.1: 商空间

A 刁题 5.11 (圈数) 记单位圆周, S = {z ∈ C : |z| = 1}, 记满射

f : R −→ S
x 7−→ eix

我们下面说明任何 p : [0, 1] → S 的连续映射都可以在一些条件下唯一地
提升为连续函数 p̃ : [0, 1] → R.

R

f

��
[0, 1] p

//

p̃

=={
{

{
{

S
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(1) 若 p 不是满射, 求证: p̃ 存在. (提示: 去掉一点后必然可以 “提
升” 回 R)

(2) 求证: p̃ 存在. (提示: 将 [0, 1] 拆成有限的区间)
(3) 求证: 对于 a ∈ [0, 1], 若指定 p̃(a) = x0 满足 f(x0) = p(a), 则 p̃

是唯一的. (提示: 证明 (1) 是唯一的, 然后证明 A = {a ∈ [0, 1]|p̃1(a) =
p̃2(a)} 即开又闭)
上述结论有显见的几何意义, 我们即是证明了, 可以定义一条路径绕

着 S 走的 “圈数 ”, 这也被称为旋转指数 .

5.3 偏序关系

定义 5.12 (偏序集) 已知集合 X 上的关系 ≤, 若 ≤ 满足:

PO1 ∀x ∈ X,x ≤ x. (自返性)

PO2 ∀x, y ∈ X, x ≤ y, y ≤ x⇒ x = y. (反对称性)

PO3 ∀x, y, z ∈ X, x ≤ y, y ≤ z ⇒ x ≤ z. (传递性)

则称 ≤ 是一个偏序 (partial order)关系, 称 (X,≤) 是一个偏序集

(partial ordered set, poset) .

这里的 “偏”, 英文为 partial, 实际上表示 “部分”, 意思为在这个集合
中并非所有元素都能比较大小.

定义 5.13 (全序关系, 链) 已知集合 X 上的关系 ≤, 若 ≤ 为偏序关系,
且

∀x, y ∈ X,x ≤ y 或y ≤ x

则称 ≤ 是一个全序 (total order)关系或线性序 , 则称 (X,≤) 是一个全

序集 (totally ordered set) , 或链 (chain)或线性序集 .

偏序的例子十分常见, 如实数上的 ≤, 正整数上的整除关系, 集合的包
含关系等等.
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为了方便我们默认偏序关系为 ≤, 并直接称 X 为偏序集. 为了研究
方便, 从 ≤ 出发, 定义自明的符号如下:

a ≥ b : ⇐⇒ b ≤ a

a < b : ⇐⇒ a ≤ b, a ̸= b

a > b : ⇐⇒ a ≥ b, a ̸= b

以及区间

[a, b] := {x ∈ X|a ≤ x ≤ b}
(a, b] := {x ∈ X|a < x ≤ b}
[a, b) := {x ∈ X|a ≤ x < b}
(a, b) := {x ∈ X|a < x < b}

评注 5.14 (Hasse 图) 为了用关系的图示更清楚偏序关系, 我们先介绍
一个重要的直观化工具 — Hasse 图 . 对于有限偏序集 X, 通过恰当地放
置元素, 使得

若 a < b, a 的高度小于 b 的高度

然后恰当地用线连接可以比较大小的元素, 使得

被连接的元素 a ≤ b, 满足 (a, b) = ∅

例如, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} 对整除关系的 Hasse 图如下.
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(∗)

当然, 一些无限集也可以用这种方式表示.
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下面我们引入偏序中几个重要的有关大小比较的概念.

定义 5.15 (最大元, 最小元) 已知偏序集 X, G ∈ X, 满足:

∀x ∈ X,x ≤ G

则称 G 是最大元 (greatest element) . l ∈ X, 满足

∀x ∈ X, l ≤ x

则称 l 是最小元 (least element) .

例如, 前面的 Hasse 图 (∗) 中, 1 是最小元, 而没有最大元.

命题 5.16 最大元, 最小元存在时是唯一的.

定义 5.17 (极大元, 极小元) 已知偏序集 X, M ∈ X, 满足:

M ≤ x ⇐⇒ M = x

则称 M 是极大元 (maximal element) . m ∈ X, 满足

x ≤ m ⇐⇒ x = m

则称 m 是极小元 (minimal element) .

以上定义无非是说, 极大元是没有更大的元素的元素. 例如, 前面的
Hasse 图中, 10, 8, 12, 9, 7, 11 是极大元, 1 是极小元.

定义 5.18 (上界, 下界) 已知偏序集 X, A ⊆ X, M ∈ X 满足:

∀a ∈ A, a ≤M

则称 M 是 A 在 X 中的一个上界 (upper bound) . m ∈ X, 满足:

∀a ∈ A,m ≤ a

则称 m 是 A 在 X 中的一个下界 (lower bound) .
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注意, 这里不必要求 m ∈ A, 只要求 m ∈ X. 例如, 前面的 Hasse 图
(∗) 中, 6 是 {2, 3} 的上界, 1 是下界; 4, 8 和 12 都是 {2, 4} 的上界, 1 和
2 都是下界; {3, 7} 则没有上界, 只有下界 1.

定义 5.19 (最小上界, 最大下界) 已知偏序集 X, 非空子集 A ⊆ X,
(1) 若 A 的上界 S ∈ X 满足:

∀A 的上界 M,S ≤M

则称 S 是 A 在 X 中的最小上界 (Least upper bound)或上确界
(supremum) , 记为 supA.

(2) 若 A 的下界 I ∈ X 满足:

∀A 的下界 m,m ≤ I

则称 I 是 A 在 X 中的最大下界 (Greatest lower bound)或下确界
(infremum) , 记为 infA.

例如, 前面的 Hasse 图 (∗) 中, {4, 6} 的最小上界为 12, 最大下界为 2;
{3, 4} 最小上界为 12, 最大下界为 1.

命题 5.20 已知全序集 X, A ⊆ X, 则

(1) A 的上界 S ∈ X 是上确界当且仅当

∀x < S, (x, S] ∩A ̸= ∅

(2) A 的下界 I ∈ X 是下确界当且仅当

∀x > I, [I, x) ∩A ̸= ∅

证明 (1) 和 (2) 是对偶的, 所以我们只证明一个.
(1) 先证明必要性. 否则有 x < S 使得 (x, S] ∩A = ∅, 因为

∀a ∈ A, a ≤ S ⇐⇒ a ≤ x 或x < a ≤ S
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故此时任意 a ∈ A, a ≤ x, 此时 x 是比上确界 S 更小的上界, 矛盾.
在证明充分性. 对任意 A 的上界 M , 若 M < S, 则 (M,S] ∩ A ̸= ∅,

故存在 a ∈ A 使得 M < a ≤ S, 这与 M 是 A 的上界矛盾. �
实际上, 上确界可由如上命题所述定义. 那么命题即是说, 上确界即

最小上界; 下确界即最大下界.

命题 5.21 已知偏序集 X, A ⊆ X, 则

(1) 若 A 有最小元, 则最小元即下确界.

(2) 若 A 有最大元, 则最大元即上确界.

证明 因为 (1) 和 (2) 是对偶的, 所以我们只证明一个. (2) 设 A 最大元

为 x ∈ A, 显然 x 是一个上界, 且 y 是 A 的上界就蕴含着 x ≤ y. �

命题 5.22 最小上界和最大下界存在时是唯一的.

证明 容易得都不足以成为一道习题. �

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 5.12 (预序关系) 已知集合 X 上的关系 ≤, 若 ≤ 只满足自返性和传
递性, 但不满足反对称性, 则称 ≤ 是一个预序 (preorder)关系, (X,≤)

是预序集.
(1) 求证: 关系

x ∼ y : ⇐⇒ x ≤ y, y ≤ x

是等价关系.
(2) 求证: X/ ∼ 上定义

[x] ≼ [y] : ⇐⇒ x ≤ y

是良定义的偏序关系.
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图 5.2: 答案

习题 5.13 (偏序关系的等价定义) 已知集合 X 上的关系 <, 若
(1)(反自返性)∀x ∈ X,x ̸< x;
(2)(传递性)x < y, y < z ⇒ x < z.
称 < 是一个严格偏序关系.
求证: 严格偏序关系和偏序关系互相, 互逆确定.

习题 5.14 求证:
(1) 全序集的最大元就是极大元.
(2) 偏序集若有唯一的极大元, 该极大元未必是最大元. (提示: 答案

在本页前后找. )
(3) 有限偏序集若有唯一的极大元, 则该极大元是最大元.

习题 5.15 已知偏序集 X, A ⊆ B ⊆ X,
(1) 若 A,B 都有上确界, 求证: supA ≤ supB;
(2) 若 A,B 都有下确界, 求证: infA ≥ infB.

习题 5.16 已知偏序集 X,
(1)A ⊆ X 有上确界, 则

∀a ∈ A, a ≤ c ⇐⇒ supA ≤ c ∃a ∈ A, a > d ⇐⇒ supA > d

(2)A ⊆ X 有下确界, 则

∀a ∈ A, a ≥ c ⇐⇒ infA ≥ c ∃a ∈ A, a < d ⇐⇒ infA < d
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5.4 Zorn 引理

本节介绍与选择公理等价的 Zorn 引理, 其等价性意味着我们在公认
的体系中, Zorn 引理是被承认的. 不过为了避免讨论重心偏移, 我们不作
二者等价性的证明.

定理 5.23 (Zorn 引理) 已知非空偏序集 X, 若 X 的每一条链都在 X 中

有上界, 则 X 有极大元.

这里 “X 中的链” 指的是 X 的为全序集的子集. 如下图, Zorn 引理
是说在偏序结构中, 如果每一条链可以向上继续延续, 那么一定可以延续
结束. 也就是从枝叶纵横的树中能挑出不能继续延长的一根树枝, 如图5.3.

图 5.3: Zorn 引理

下面, 我们来证明3.3节欠下的三条定理的证明.

定理 5.24 任意两个集合 X,Y , 则

|X| ≤ |Y | 或|Y | ≤ |X|

证明 作集合

Σ = {(A, f)|A ⊆ X,单射f : A ↩→Y }

这显然非空. 定义偏序为 “延拓”

(A, f) ≤ (B, g) : ⇐⇒ A ⊆ B, g|A = f
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对于 Σ 中任意一条链 S, 考虑

B =
∪

(A,f)∈S

A

以及 ∀x ∈ B, 设 x ∈ A, (A, f) ∈ S, 定义

g : B −→ Y

x 7−→ f(x)

这是良定义的, 则 (B, g) ∈ Σ, 是 S 的上界. 根据 Zorn 引理 (5.23), Σ 有
极大元, 设为 (C, h), 我们断言,

C = X 或h(C) = Y (∗)

否则取 x0 ∈ X − C, y0 ∈ Y − h(C), 通过规定 h(x0) = y0 将 h 扩充到

C ⊔ {x0} 上, 这与 (C, h) 是极大元矛盾. 从而 (∗) 成立, 从而

|X| ≤ |Y | 或|Y | ≤ |X|

命题得证. �

定理 5.25 对于无限集 X,

|X| = |X × {0, 1}|

证明 证明需要用到习题3.3, 和习题3.21. 作集合

Σ = {(A, f)|A ⊆ X, f : A
1:1↔ A× {0, 1}}

因为 |N| ≤ |A|, 而 |N| = |N× {0, 1}|, 故上集合非空, 定义偏序同样为延拓

(A, f) ≤ (B, g) : ⇐⇒ A ⊆ B, g|A = f

对于 Σ 中任意一条链 S, 设 B =
∪

(A,f)∈S A, 以及和 (5.24) 证明中一样的
对应的映射 g. 我们证明 (B, g) ∈ Σ.
即需要验证 f : B

1:1↔ B × {0, 1}.
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• 单射是因为任意 x ̸= y 都落在某一个 A 中, 其中 (A, f) ∈ S, 因为
f(x) ̸= f(y), 从而 g(x) ̸= g(y).

• 满射是因为任意 (x, . . .) ∈ B, 若 x 落入 A 中, 其中 (A, f) ∈ S, 因为
f : A

1:1↔ A× {0, 1} ∋ (x, . . .), 从而是满射.

从而 (B, f) 是 S 的上界, 根据 Zorn 引理, Σ 有极大元, 设为 (C, h),
若

• X − C 为无限集, 对 X − C 重复上述操作将与极大性产生矛盾.

• X − C 为有限集, 则 |X| = |C|, |X × {0, 1}| = |C × {0, 1}|, 从而
|X| = |X × {0, 1}|.

命题得证. �

定理 5.26 对于无限集 X,

|X| = |X ×X|

证明 同样, 作集合

Σ = {(A, f)|A ⊆ X, f : A
1:1↔ A×A}

因为 |N| ≤ |A|, 而 |N| = |N×N|, 故上集合非空. 类似上面的证明, Σ 有极
大元, 设为 (C, h), 若

• |C| = |X|, 则 |X| = |C| = |C × C| = |X ×X|.

• |C| < |X|, 根据 (3.24), |X − C| = |X|, 假设

f : X
1:1↔ X − C C ′ = f(C) ⊆ X − C

我们要作

g : C ⊔ C ′ 1:1↔ (C ⊔ C ′)× (C ⊔ C ′) g|C = h
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从而与 (C, h) 的极大性矛盾, 如图5.4.

根据 (3.21), 同样也有 |X| = |X × {0, 1, 2}|, 故

|C ′| = |C| = |C × C| = |C × C × {0, 1, 2}|
= |(C × C) ⊔ (C × C ′) ⊔ (C ′ × C)|
= |(C ⊔ C ′)× (C ⊔ C ′) \ (C × C)|

设这样的映射为 k : C ′ → C × C ⊔ C × C ′ ⊔ C ′ × C, 则将 k 和 h 合

并既得我们所要的 g.

命题得证. �

C C ′
X

C

C ′

X

图 5.4: |X| = |X ×X| 的证明过程

后面我们还会再次用到 Zorn 引理.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

问题 5.17 (Hausdorff 极大原理) Hausdorff 极大原理: 已知非空偏序集
X, X 的每一条链都包含在某个极大链中.

(1) 用 Hausdorff 定理推导 Zorn 引理;
(2) 用 Zorn 引理推导 Hausdorff 定理. (提示: 对链用 Zorn 引理)

A 刁题 5.18 (线性空间) 对于线性空间 V , 一个子集 I ⊆ V 满足, 任何有
限个 x1, . . . ,xn ∈ I 的线性方程

λ1x1 + . . .+ λnxn = 0
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都只有 0 解 λ1 = . . . = λn = 0, 则称 I线性无关 .
对于子集 S ⊆ V , 如果任何 x ∈ V 都能写成 S 元素的线性组合, 即

都有

x =
∑
s∈S

λss (有限和)

我们称 S 生成了 V .
我们定义 B 是一组基指的是 B ⊆ V 既线性无关, 也生成了整个 V .
(1) 求证: 任何线性空间都存在基. (提示: 证明: 基即极大线性无关

组, 尔后根据 Zorn 引理. )
(2) 更一般地, 求证, 任何线性空间, 若 I ⊆ S 满足 I 线性无关, S 生

成了 V , 则存在基 B 满足 L ⊆ B ⊆ S.
(3) 求证: 给定一组基, 任何线性无关组都可以从中选取元素扩充为

另一组基. (提示: 将两集合合并, 再用 (2). )
(4) 求证: 任何线性空间的子空间都有补空间 (即与之直和是整个空

间的子空间).
(5)(维数不变性)对于线性空间 V , 任意两组基 B,B′ 满足 |B| = |B′|.

(提示: 有限情况是线性代数. 无限情况, 对每个 x ∈ B′, 可以表示为 B 的
有限成员的线性组合. 把这些有限成员收集起来, 我们放缩成可数个, 我
们会立刻得到

|B| ≤ |B × N| = max(|B|,ℵ0) = |B|

其中用到了 (3.25), 再反用一次得到所需结果. )

A 刁题 5.19 (Cauchy 方程) 已知 f : R → R 满足

f(x+ y) = f(x) + f(y) (∗)

(1) 下面的问题在回答有理数时的情形: 求证:

∀x ∈ Q, f(x) = f(1)x

(2) 下面的问题在怎样的情况下, f(x) = f(1)x 对无理数也满足. 求
证对满足 (∗) 的 f , 下列命题等价:
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(a)f(x) 连续; (b)f(x) 单调; (c)f(x) 在 0 处连续;
(d)f(x) 在 0 附近有界; (e)f(xy)f(1) = f(x)f(y); (提示: 先证

f(1) > 0 时, x ≥ 0 ⇐⇒ f(x) ≥ 0)
(f)f(x) = f(1)x.

(3) 下面的问题在回答是否存在其他满足方程 (∗) 的其他函数:
(a) 求证: R 是 Q 上的线性空间.
(b) 取 R 的一组基 B, 求证: |B| = c.
(c) 求证: 满足方程 (∗) 的函数 f 是 R 到 R 的 Q 线性映射;
(d) 求证: 存在满足方程 (∗) 的函数 f , 但 f(x) ̸= f(1)x.

A 刁题 5.20 (凸集) 在 R-线性空间 V 中的子集 C 被称为是凸集 , 如果

∀x, y ∈ C, 0 < λ < 1, λx+ (1− λ)y ∈ C

求证: 对于任意一个非全集的集合, 总存在一个凸集与这个集合不交, 且
任何比这个凸集大的凸集至少包含其中一个点. (提示: 证明凸集链的并
还是凸集. )

A 刁题 5.21 (凸函数) 对于凸集 C ⊇ R, 一个函数 f : C → R 被称为凸函
数如果

∀x, y ∈ C, 0 < λ < 1, f (λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y)

一个对 “取中心” 封闭的子集 D, 即 x, y ∈ D ⇒ x+y
2

∈ D. 一个函数被称
为中点凸函数如果

∀x, y ∈ C, 0 < λ < 1, f

(
x+ y

2

)
≥ f(x) + f(y)

2

(1) 求证: 凸函数必然连续. (提示: 凸函数意味着由一点出发的割线
斜率单调, 从而受控制, 从而满足 Lipschitz 条件)

(2) 求证: 中点凸函数没有第一类间断点.
(3) 求证: 连续的中点凸函数必然是凸函数. (提示: 证明, 若 f(a) =

f(b) = 0, 则 f([a, b]) ≥ 0. )
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(3) 求证: 存在一个中点凸函数但不是凸函数. (提示: 取 R 作为 Q
的一组基, 任意 Q-线性映射都是中点凸的. )

问题 5.22 对于一个无向图 (不必是有限图), 一个森林指的是一个不含
“圈” 的子图, 一个支撑森林指的是极大的不含 “圈” 的子图, 即任意添加
剩余的任何一条边都会使得这个图含 “圈”, 如图5.5. 证明: 任何一个森林
都可以添加一些顶点和边使之成为一个支撑森林.

图 5.5: 支撑森林



注记

本部分的写作目的在于将朴素集合论的最有用内容尽可能快地展现

出来, 从而避免很多代数或拓扑书总要预先介绍一段集合论的麻烦. 另一
重考虑在于将集合论中常用的数学记号展示出来, 以确保读者进入更深入
的学习时可以顺畅地进行. 归根到底, 本部分的目的并不在于讲解集合论
的结构, 而只是将常用的集合论介绍出来.
有意进一步了解的读者可以尝试 Halmos 的 [28] 或 Jech 的 [33]. 前

者是 UTM 系列 (Undergraduate Text of Mathematics, 美国本科生数学
教材) 丛书, 后者则是集合论方面的经典.
以下是分条目的评注.
在 (1.14) 中, 我们给出了一些集合的运算律. 实际上, 这些运算律可

以抽象成 Boole 代数, 我们会在 §14.4认真讨论, 参见 (14.26).
习题1.10介绍了集合上下极限 , 这是可数个集合特有的运算, 且根据

习题中的刻画这个运算和集合的排列顺序无关. 另外, 如果当中的集合
都可测, 则上下极限也可测, 这是测度论的一个例子, 参见 [27]P2, P38.
Borel-Cantelli 引理用这种刻画给出在几乎处处的意义下, 是否在一列
集合中出现无穷次, 参见 [55]P42 Exercise 16.
习题1.7给出了 R 中开集和闭集的刻画. 然而, “这道题如何做” 取决

于读者采用的开集和闭集的定义, 这题提示采取的定义为开集指的是每一
点都有一个邻域在这个集合内, 闭集是任何序列极限值都落在这个集合
内. 当然, 我们会在第二部分第六章认真考虑.
习题1.8给出了一个闭区间套定理的推广, 实际上, 这和紧致性是等价

89
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的, 我们会留到第二部分 (8.6) 证明更一般的情况.
习题1.9提到了对称差的概念, 不妨认为其中 (2) 是其代数特征, 指的

是其分配律和结合律, 这在 Boole 代数中有其意义. (3) 则是其分析特征,
其分析意义是, 两对集合的交并差的对称差被对称差之并控制; 若两对集
合的对称差相差 “很小” 时, 则其交并差相差也 “很小”.

§1.4的标题是Cartsius 积 , 英文中 Cartsius 则需要变成形容词,
是Cartesian product . 类似的有 Euclid, Diophantus, 其形容词是 Eu-
clidean, Diophantian.
在 (1.22) 中通过打标签来实现无交并这种手段似乎很少被朴素集合

论正式提及, 但是其构造也确实很有用处.
习题1.17提及的二项反转公式有很多种证明, 最简单的证明不是利用

矩阵, 而是利用母函数, 将母函数平移一个单位再平移回来立刻就会得到
二项反转公式. 这个公式的相关应用参见 [9]§1.5 P29.
习题2.13中提到的关于染色/分球问题的计数问题实际上有很多变形.

关于颜色不同, 染得色块不同, 是否要全染, 是否染得全不同有更多相关的
问题, 化为计算映射, 单射, 满射的数量的计数只是其中之三, 这些结果被
总结为十二重计数法 . 相关的内容参见 [5]§1.3 P14.
如同 (2.21), 数学中有很多定理断言了单射 ⇒ 满射或者满射 ⇒ 单

射, 最简单的如习题2.11, 再例如Ax–Grothendieck 定理 . 这方面的讨
论可以在mo88750找到.
习题2.14中提到的不动点的概念在数学中十分重要, 数学中有很多定

理是关于不动点的, 最简单的如压缩映照原理, 参见习题6.35及其注记, 拓
扑的Brouwer 不动点定理 , 及其应用可以参见 [10]P31 第一章 §5.1 或
[48]P5, P110, P252. 泛函分析的Schauder 不动点定理 , 参见 [20]P149
§V.9, 偏序中的不动点定理 , 参见习题14.1及其注记.
习题2.14中 (4) 的 (g) 是作者自己设计的, 所以未见于任何其他的文

献. 这个问题源自于如何解关于 f(x) 的函数方程 f(f(x)) = g(x), 这被称
为叠函数 (iterated function) .
在 §2.3一节, 我们介绍了相当多的泛性质. 这些年来掌握泛性质已经

https://mathoverflow.net/questions/88750
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逐渐成为数学工作者的必备素养, 所以在这里迫不及待地就进行介绍.
我们在 (3.1) 定义了基数相等, 在 (3.12) 定义了基数的比较, 但是对

于一个集合 X, |X| 究竟是什么? 一个朴素地想法是定义为与 X 等势的

所有集合构成的类, 但容易验证, 这样的类是真类 (参见 §3.4). 比较好的
做法是利用下面会提到的序数.
习题3.13说明可数条直线不能覆盖 R, 除了 “硬扣集合”, 还可以用分

析的巧妙手段, 测度或 Baire 纲定理解决, 参见 (13.18) 及其注记. 代数方
法也很巧妙, 注意到, 习题5.18断言了任何线性空间都可以定义维数, 容易
计算 R 作为 Q-线性空间次数是连续统 1, 对每条直线任意选择一点以及
方向向量, 如果这些直线可以覆盖整个平面, 那么这可数个向量竟然生成
了 R! 这是不可能的.

连续统假设 (3.19) 看上去十分 “合理”, 因为这样似乎我们可以将基
数较小的集合直接分类出来, 然而这独立于现行大家公认的数学公理, 因
此我们还是最好不假设为妙. 后面我们会看到, 承认连续统假设, 会发生
奇怪的事, 参见习题12.6, 习题12.7, 习题12.8及其注记.
在 (3.17) 中证明 |R| = |2N| 时, 我们提到了规范小数的问题, 这是由

某种进制下的小数构造实数而产生的问题. 当然, 注记后面会提到另外两
种构造实数的方法, 在这三种构造下, 都非常容易地有 |R| ≤ 2|N|. 单进制
有规范小数的问题, 例如著名的 1 = 0.9̇, 说明 1 有两种表示方法. 这里我
们说的规范小数是将所有有限小数表为后面全是 9 的小数. 容易验证, 有
限小数总有两种表示方法, 这让我们朴素地直接从二进制小数构造双射的
方法落空. 而一般而言, 利用 Cantor 集 (参见习题3.22) 得到 2N ≤ |R| 则
更为漂亮一些.
在习题3.9中我们讨论了代数数, 我们还会在代数部分, 习题11.8, 继

续讨论. 更多的内容涉及域扩张, 参见 [25] Chapter V P155 或 [13] 第 8
章, 不过这些讨论的内容都是一般域上的代数数, 若就代数数而论代数数
则是超越 (无理) 数论的内容.

1实际上, 对于无限域 k, k-线性空间 V , 选择基 B, 因为 V 的元素可以唯一写成 B 的有限线性组

合, 可以计算至多 1 位不为 0 的元素同基数于 B × k, 等势于 max(|B|, |k|), 至多 2 位不为 0 的元

素也同基数于 max(|B|, |k|), 以此类推, 可数并不影响无穷基数.
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Lindelöf 覆盖定理 (习题3.12) 是一个很有用的拓扑定理, 实际上对
任何第二可数的拓扑空间均适用 (参见习题7.18). 这样的拓扑空间被称
为Lindelöf 空间 .
在习题3.22中我们定义了经典的 Cantor 三分集, 我们还会在习

题6.8继续讨论 Cantor 集的性质. 除了本书内的语言, Cantor 集的测
度也有相当的一段故事, 参见 [55] P8 P38 P47.
事实上, (3.22) 的 |X| = |X ×X| 实际上是和选择公理等价的, 这被

称为Tarski 定理 .
在习题4.4中我们介绍了 Mantel 的定理, 原定理是图论的. 如果一个

n 顶点图 G 有超过 n2/4 条边, 则 G 必然含一个三角形. 参见 [34]P57
§4.3.
在习题4.8中我们讨论了 Boole 矩阵何时可逆, 其结果并不令人惊讶.

而实际上, 在 Luce 的论文中, 他讨论了一般 Boole 代数上的 Boole 矩阵
的逆和零因子, 参见 [42].
在 §4.3, 我们讨论了关系的闭包, 这将为后文介绍更抽象的闭包提

供例子. 另一方面, 关系的闭包还是很多计算机科学家关心的内容, 参见
[37].
习题4.11相当于给出了计算传递闭包的一种计算方法, Warshall 给出

了一个更快的算法, 被称为Warshall 算法 同样参见 [37].
习题5.5给出了Bell 数的定义, 参见 [5] P45.
习题5.6给出了Stirling 数的概念, 实际上, 有两类 Stirling 数, 二者

是互逆的, 也有类似于习题1.17提及的二项反转公式. Stirling 数还可以写
成带二项式系数的求和式, 只需考虑满射和等价关系的关系. 总之, 参见
[5] P102, P104, P105.
习题5.8给出了一种从自然数构造整数的方法, 参见 [57] P74 §4.1. 一

般地,任何一个交换幺半群都可以施加如此操作,这被称为Grothendieck
群 , 参见 [13] §3.2 或 [41] P40.
习题5.9给出了一种构造有理数的方法, 参见 [57] P74 §4.2. 一般地,

这种方法可以用于一般的整环, 这被称为分式域 , 参见 (11.9). 参见 [13]
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§5.3 或 [25] P117.
更本原地, 我们会问自然数从何而来? 一种是Peano 公理的途径,

[57] P13 Chapter2, 另一种则是利用集合论构造, 参见 [28] §11. 进一步我
们会问实数又如何由有理数构造, 这则技术性很多, 同样构造途径很多, 主
流的是如下三种

• 某种进制下小数. 参见 [6]P23 §1.1 或 [57]P331 Chapter B.

• Cauchy 列的构造. 参见 [57]P94 Chapter 5, 以及习题6.33, 以及习
题9.36及其注记.

• Dedekind 分割 . 参见 [49]P17 附录, 以及 (14.6) 及其注记.

习题5.10提到的商空间的构造实际上应该在线性代数中提及, 然而由
于过于铺陈而通常没有展开.
习题5.11定义了圈数或旋转指数 , 这是拓扑学中的重要概念, 当中证

明的技巧也是代数拓扑所常用的, 参见 [48]P50 或 [30] P28
集合论中的序数在很多场合十分有用, 例如构造正整数就是一例.

但是已经超出本书的范围, 参见集合论的教科书 [28]P74 §19, [33]P17
Chapter 2 或一些代数书的附录, 如 [13]§1.2, 或者 [25]P631 §A.3. 由之导
出的Burali-Forti 悖论甚至早于 Russell 悖论.
在 §5.4一节, 我们提到了选择公理 , 不过也已经超出本书的范围, 事

实上很多教材都会介绍, 例如集合论教材 [28]P59 Chapter 15, 拓扑教材
[45]§1.9, 代数教材如 [25]P628 §4.2. 事实上有很多 “朴素” 的结论都依赖
于选择公理, 例如 (2.17) 的 (1). 与之等价的结论很多, 读者可以轻松地
在wiki: Axiom of choice中找到. 拓扑中如 Tychonoff 定理, 参见 (8.21),
代数中如环的极大理想的存在性, 参见习题10.13, 偏序中如 Zorn 引理, 参
见 (5.23), 再如 Hausdorff 极大原理, 参见习题5.17, 再如良序公理, 参见
(12.18), 超滤子存在, 参见习题13.7.
在 §5.4一节, 我们没有证明 Zorn 引理 (5.23). Zorn 引理可以利用序

数理论证明, 同样参见如 [13]P15 §1.3, 或者 [25] P635 §A.4. 直接的证明
可以参见 [28]P62 §16 (当然, 证明会很长).

https://en.wikipedia.org/wiki/Axiom_of_choice
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习题5.18, 给出了线性空间的基的定义, 并证明了存在性. 这种无穷
维观点下的线性代数可以参考 [32] P239 ChapterIX.
习题5.19介绍的Cauchy 方程有很长的历史, 读者在学习数学分析时

应该就已经知道. 这依赖于线性空间总存在基的论断. 有了一组基之后,
可以构造无穷多非线性函数满足条件.
习题5.20提到了凸集 , 读者可以参考 [50] P56 Chapter 3, 或 [20] P99

Chapter IV 在一般线性空间上的讨论.
习题5.21给出两种凸函数的定义不等价的反例. 这是作者在如下网站

http://www.mathcounterexamples.net/a-discontinuous-midpoint-convex-function/

找到的.
习题5.22提到了支撑森林的概念, 我们会在习题11.1指出, 实际上, 这

和找极大线性无关组本质上是一样的.

http://www.mathcounterexamples.net/a-discontinuous-midpoint-convex-function/
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拓扑结构
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导言

分析学可以被简要概括为极限微分积分. 而拓扑学是极限的推广, 将
“远近” 通过集合的包含关系来衡量.
拓扑学通常被粗分为点集 (set-point) 拓扑学和代数拓扑学. 前者常

也被称为一般 (general) 拓扑学, 这是我们主要的介绍内容. 点集拓扑学为
数学各个分支, 尤其是几何学, 提供基本的语言. 因此, 无论是为了加深对
于分析的认识或者了解更深入的数学, 拓扑的基本知识必不可少.
而代数拓扑学则是真正的几何学, 我们将不会介绍太多.
本部分目的也不在于提供点集拓扑学的各种话题, 而是将最重要的,

“语言性” 的话题挑选出来, 以便让读者具备这些基本常识.
本部分共三章. 第六章是点集拓扑学的基本语言, 子结构, 商结构, 连

续性, 以及乘积结构. 第七章是对分离公理和可数公理的讨论, 两种公理
对拓扑空间的性质加以限制, 使之能够适用分析学的推理. 第八章是对拓
扑性质的讨论, 主要是紧致性和连通性, 这在分析学中的重要性读者通过
数学分析的学习就已经能够窥得.
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第六章 拓扑的基本概念

本章是对拓扑基本概念的讨论, 首先是开集闭集以及邻域的讨论, 然
后是子空间, 商空间, 连续映射, 乘积空间.

6.1 拓扑的定义和例子

定义 6.1 (拓扑, 开集公理) 已知非空集合 X, T ⊆ 2X , 满足

(Op1) ∅, X ∈ T.

(Op2) T 的任意并仍然属于 T.

(Op3) T 的有限交仍然属于 T.

则称 (X,T) 为一个 (开集公理) 定义的拓扑空间 (topological space) ,
称 T 为开集族 , T 的成员为拓扑空间的开集 (open set) . 特别地, 称这
个集合族 T 为 X 上的拓扑 .

定义 6.2 (拓扑, 闭集公理) 已知非空集合 X, T ⊆ 2X , 满足

(Cl1) ∅, X ∈ T.

(Cl2) T 的有限并仍然属于 T.

(Cl3) T 的任意交仍然属于 T.
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则称 (X,T) 为一个闭集公理定义的拓扑空间 , 称 T 为闭集族 , T 的成员
为拓扑空间的闭集 (closed set) .

评注 6.3 上述两定义是等价的. 对集合 X, 若有开集族 T 则对应闭集族

T = {F : F c ∈ T}

若有闭集族 T 则对应开集族

T = {G : Gc ∈ T}

且显然二者互逆确定. 也就是说, 我们下面说拓扑空间 X, 就自动配上了
对应的开集和闭集. 于是有如下的命题.

命题 6.4 已知拓扑空间 X, A ⊆ X, 则

A是开集 ⇐⇒ Ac是闭集

例 6.5 (欧氏空间) Rn 是拓扑空间, 被称为欧氏空间 (Euclidean s-
pace) . 我们在数学分析中证明过开集满足拓扑的定义 (习题1.7).

例 6.6 (离散拓扑) 已知非空集合 X, 定义开集族就是 2X , 则 X 是拓扑

空间, 称为离散 (discrete) 拓扑 .

例 6.7 (平凡拓扑) 已知非空集合 X, 定义开集族是 {∅, X}, 则 X 是拓

扑空间, 称为平凡 (trivial) 拓扑或密着 (indiscrete) 拓扑 .

例 6.8 (余有限拓扑) 对非空集合 X, 定义闭集为所有有限子集和 X 本

身. 容易验证, 这成为一个拓扑. 这样 X 的开集的余集都是有限的或为

X, 故得名余有限拓扑 .

例 6.9 (余可数拓扑) 对非空集合 X, 定义闭集为所有可数子集和 X 本

身. 容易验证, 这成为一个拓扑 (因为可数集的任意交和有限并还是可数
的). 这样 X 的开集的余集都是可数的或为 X, 故得名余可数拓扑 .
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定义 6.10 (邻域) 已知拓扑空间 X, A ⊆ U ⊆ X, 若

∃ 开集O, s. t. A ⊆ O ⊆ U

称 U 为 A 的邻域 (neighborhood). 简洁起见, 我们称 U 是 x 的邻域如果

U 是 {x} 的邻域. 如果 U 本身是开集, 则称 U 是 A 的开邻域 .
也就说, A 的邻域是一个包含包含 A 的开集的子集.

有的数学家喜欢用 “邻域” 代表我们这里的开邻域, 我们不采用这种
(过时的) 说法.

命题 6.11 已知拓扑空间 X, x ∈ X, 关于邻域有如下性质

(1) ∀x 的邻域A,B, A ∩B也是 x 的邻域.

(2) B ⊇ A,A是 x 的邻域⇒ B是 x 的邻域.

证明 (1) 因为开集的交还是开集. (2) 显然. �
以上第一条性质说明, 有限的邻域的交还是邻域, 也就是说, 有限的

“接近” 可以找到一个 “更近”. 第二条性质则说明, 我们不关心 “远” 的性
质, x 的邻域中起作用的只有 “靠近 x” 的那部分.
一种建立拓扑的方法就是通过在每个点指定邻域来定义, 参见习

题6.3.

定义 6.12 (内点, 内部) 已知拓扑空间 X, x ∈ X, A ⊆ X, 若

∃ x 的邻域U, s. t. U ⊆ A

则称 x 是 A 的内点 . A 的全体内点记为 A◦, 称为 A 的内部 (interior) .
根据 (6.11), 通过 “缩小”, 定义中的邻域还可以要求是开邻域.

直观上看, 内点就是 “挪一挪不会离开” 的那些点, 换言之, A 的任意
内点附近的信息都包含在 A 中了. 参见图6.1.
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图 6.1: 闭包与内部

定义 6.13 (闭包) 已知拓扑空间 X, x ∈ X, A ⊆ X, 若

∀ x 的邻域U, U ∩A ̸= ∅

则称 x 在 A 的闭包中, 全体这样的 x 组成的集合记为 A, 称为 A 的闭包

(closure) .
根据 (6.11), 通过 “缩小”, 定义中的邻域还可以要求是开邻域.

直观地看, 闭包中的点就是 “可以无限靠近” 的那些点, 即 A 任意闭

包中元素附近总有 A 的元素. 参见图6.1.

命题 6.14 已知拓扑空间 X, A ⊆ X,
A 的内部的补集是 A 补集的闭包;
A 闭包的补集是 A 补集的内部.

证明 推导如下

x ∈ (A)c ⇐⇒ x /∈ A

⇐⇒ (∃ x 的邻域 U, s. t. U ∩A = ∅)

⇐⇒ (∃ x 的邻域 U, s. t. U ⊆ Ac) ⇐⇒ x ∈ (Ac)◦

另一条是类似的. �

命题 6.15 已知拓扑空间 X, A ⊆ X. 对任何开集 U ,

U ⊆ A ⇐⇒ U ⊆ A◦

且 A◦ 是 A 包含的所有开集之并. 作为推论,
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• A◦ ⊆ A. (递减)

• A ⊆ B ⇒ A◦ ⊆ B◦. (保序)

• (A◦)◦ = A◦. (幂等)

• A◦ = A 当且仅当 A 是开集.

即 A 是开集当且仅当对每一点 x ∈ A 都存在 x 的邻域 U 使得

U ⊆ A.

证明 首先, 假设 A 包含的所有开集之并为 V , 显然根据开集公理, 这是
一个开集. 对于 x ∈ V , 则

∃U ⊆ A是开集, s. t. x ∈ U

按照邻域的定义, U 就是一个 x 的邻域, 故 x ∈ A◦, 从而 V ⊆ A◦.
反之, 容易根据定义直接得到 A◦ ⊆ A, 我们只要证明 A◦ 是开集, 这

样 A◦ 是一个包含于 A 的开集, 从而 A◦ ⊆ V .

∀x ∈ A◦, ∃ x 的开邻域 Wx, s. t. x ∈Wx ⊆ A

这样, A◦ =
∪

x∈A◦ Wx 是一些开集的并, 从而是一个开集.
而推论我们已经证明了其中两个, 单调是显然的, 因为

A ⊆ B ⇒ A◦ ⊆ B ⇐⇒ A◦ ⊆ B◦

幂等是因为老生常谈的 A◦ ⊆ A◦ ⇐⇒ (A◦)◦ ⊆ A◦. �

推论 6.16 已知拓扑空间 X, A ⊆ X. 对任何闭集 F ,

A ⊆ F ⇐⇒ A ⊆ F

且 A 是包含 A 的所有闭集之交. 作为推论,

• A ⊆ A. (递增)

• A ⊆ B ⇒ A ⊆ B. (保序)
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• (A) = A. (幂等)

• A = A 当且仅当 A 是闭集.

即 A 是闭集当且仅当对若 x 的任何邻域 U 都与 A 交非空, 则
x ∈ A.

证明 根据 (6.4) 以及 (6.14), 取余集得证. �

命题 6.17 已知拓扑空间 X, A,B ⊆ X. 则

A ∪B = A ∪B A ∩B ⊆ A ∩B
(A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦ (A ∪B)◦ ⊇ A◦ ∪B◦

也就是说有限并和闭包可以交换, 有限交和内部可以交换.

证明 关键在于证明等号. 首先, 根据保序性, (A ∩B)◦ ⊆ A◦, (A ∩B)◦ ⊆
B◦, 故

(A ∩B)◦ ⊆ A◦ ∩B◦

反之, A◦ ∩B◦ ⊆ A ∩B 是一个开集, 故 (A ∩B)◦ ⊇ A◦ ∩B◦. 剩余是类似
的. �

定义 6.18 (稠密) 已知拓扑空间 X, A ⊆ X 满足 A = X, 则称 A 是稠

密的 (dense) .
等价地, 任何开集都和 A 有交.

例 6.19 有理数 Q 在 R 中稠密. 因为任何实数都可以由有理数逼近.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 6.1 已知拓扑空间 X, x ∈ X, A ⊆ X. 求证: A 是 x 的邻域当且仅

当 x ∈ A◦.
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问题 6.2 (Kuratowski 闭包公理) 已知非空集合 X, 映射 ∗ : 2X → 2X

满足

(1)A ⊆ A. (递增性)
(2)A ∪B = A ∪B. (与有限并可以交换)
(3)A = A. (幂等性)
(4)∅ = ∅. (空集)
称 ∗ 为 Kuratowski 闭包算子. 求证: X 上存在唯一是拓扑空间使得

闭包就是 ∗. (提示: 定义并证明 T = {A ⊆ X|A = A} 为闭集族. )

问题 6.3 (邻域公理) 已知集合 X, 若任意 x ∈ X, 都指定一个 Fx ⊆ 2X

满足

(1)Fx ̸= ∅. (非空)
(2)∀U ∈ Fx, x ∈ U . (含元)
(3)∀U, V ∈ Fx, U ∩ V ∈ Fx. (向下封闭性)
(4)∀U ∈ Fx, U ⊆ A⇒ A ∈ Fx. (向上封闭性)
(5)∀U ∈ Fx, ∃V ⊆ U, s. t.∀y ∈ V, V ∈ Fy. (内含开集)
此时称 Fx 为 x 的邻域. 求证: X 上存在唯一是拓扑空间使得 x 处

的所有邻域就是 Fx.

习题 6.4 指出 (6.17) 包含不严格的例子, 以及无限情况的反例. (提示:
例如, 有理数无理数的闭包都是 R. 无限情形例如区间

(
0, 1

n

)
. )

习题 6.5 (边界) 已知拓扑空间 X, x ∈ X, A ⊆ X, 若

∀ x 的邻域U, U ∩A ̸= ∅, U ∩Ac ̸= ∅

称 x 在 A 的边界上, 这样的 x 组成了 A 的边界 (boundary) , 记为
BdA. 求证:

A = A◦ ∪ BdA

习题 6.6 (聚点, 导集) 已知拓扑空间 X, x ∈ X, A ⊆ X, 若

∀ x 的邻域U,U − {x} ∩A ̸= ∅
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图 6.2: 下雨啦

则称 x 是 A 的聚点 (accumulation point, cluster point)或极限点
(limit point) . A 的全体极限点记为 A′, 称为 A 的导集 . 求证:

A = A ∪A′

习题 6.7 对于稠密集, 固然, 任何开集都与之有交, 曾有人打比方说

稠密就是在拓扑空间上下雨了, 稠密集上每一个点打一把伞,
就可以让整个拓扑空间淋不到雨, 如图6.2.

但可惜的是, 这种类比是不正确的, 因为稠密并不意味着每一点给出
一个开集就可以覆盖整个空间. 请读者试举一个例子. (提示: 例如
Q ⊆ R 是稠密的, 但是对于固定的无理数 r, 每一有理点总存在开集避
开 r, 这样这些点就覆盖不了 r. 再例如若将有理数排成一列 {rn}, 则∪∞

n=1

(
rn − 1

n2 , rn + 1
n2

)
的 “长度” 是有限的, 更加不可能覆盖 R. )

习题 6.8 求证: 习题3.22定义的 Cantor 集是闭集. 且 Cantor 集的导集
还是自身 (Cantor 集为完全集).

问题 6.9 求证: 当 r 是无理数时, Z+ rZ = {m+ rn : m,n ∈ Z} 在 R 中
稠密. (提示: 这是因为 Dirichlet 的一个著名定理. 具体来说, 任意一个小
的开区间 (a, b), 假设这个区间的宽度 b − a > 1

n
, 那么可以将 [0, 1] 分成

n 等分, 根据鸽笼原理, 在某个等分中有至少两个数 x, y ∈ Z + rZ, 使得
0 < |x− y| < 1

n
, 这样 {k(x− y) : k ∈ Z} ⊆ Z+ rZ 铺成一张 “间隙” 小于

1
n
的网格, 从而必然有一个元素落入 (a, b) 之中. 命题得证. )
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A 刁题 6.10 (Dirichlet) 对无理数 x, 求证存在无穷个分数 p/q ∈ Q 使得∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ < 1

q2

(提示: 类似上面一题, 对 n, 存在 (p, q) 使得 q ≤ n, 且 |qx− p| < 1
n

. )

6.2 子空间, 商空间

下面一个重要的问题如何赋予子集和商集以拓扑.

定义 6.20 (子空间) 已知拓扑空间 X, A ⊆ X, 规定

A 的开集族 = {A ∩ U : U是 X 的开集}

这成为 A 的拓扑, 称为子空间拓扑. 称 A 为子空间 (subspace) .

命题 6.21 (子空间结构定理) 已知拓扑空间 X, A ⊆ X, 则关于子空间的
拓扑有如下断言

(开集) A 的开集都形如 A ∩ U , U 是 X 的开集. 特别地, 若 A 本身就是

一个开集, 那么 A 的开集就是所有 A 包含的开集.

(闭集) A 的闭集都形如 A ∩ F , F 是 X 的闭集. 特别地, 若 A 本身就是

一个闭集, 那么 A 的闭集就是所有 A 包含的闭集.

(邻域) x ∈ A 在 A 中的邻域都形如 A ∩ U , U 是 X 中 x 的邻域. 特别
地, 若 A 本身就是 x 的一个邻域, 那么 x 的邻域就是所有 A 包含

的 x 的邻域.

(闭包) B ⊆ A 在 A 中的闭包就是 A ∩B.

证明 (开集) 根据定义. (闭集)A 中的闭集都是 A \ (A ∩ U) = A \ U =

A ∩ U c, 其中 U 是 X 的开集, 即 A ∩ F , F 是 X 的闭集. (邻域) 因为开
集如此. (闭包) 因为

B 在 A 中的闭包 =
∩

B⊆A∩F
F 是 X 的闭集

(A ∩ F ) = A ∩
∩

B⊆F
F 是 X 的闭集

F = A ∩B
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命题得证. �

命题 6.22 已知拓扑空间 X, B ⊆ A ⊆ X, 则 B 作为 A 的子空间, A 作
为 X 的子空间与 B 直接作为 X 的子空间上的拓扑是相同的.

证明 因为 B ∩ U = B ∩ (A ∩ U). �

例 6.23 对于实数 R 上的子空间 (0, 1] ∪ {2} ∪ (3, 4], 则 (0, 1/2] 是闭集,
(0, 1] 既是开集又是闭集, (1/2] ∪ (3, 7/2) 是开集.

定义 6.24 (商空间) 已知拓扑空间 X, 商集 X/ ∼, 规定

X/ ∼ 的开集族 = {U : π−1(U)是 X 的开集}

其中 π 是自然映射. 这成为 X/ ∼ 的拓扑, 称为商空间拓扑. X/ ∼ 称
为商空间 (quotient space) .

命题 6.25 (商空间结构定理) 已知拓扑空间 X, 商集 Y = X/ ∼, 则关于
子空间的拓扑有如下断言

(开集) U ⊆ Y 是开集当且仅当 π−1(U) 是 X 的开集.

(闭集) F ⊆ Y 是闭集当且仅当 π−1(F ) 是 X 的闭集.

(邻域) 对于 y = π(x) ∈ Y , 如果 y ∈ U ⊆ Y , 那么 U 是 Y 中 y 的邻域

当且仅当 π−1(U) 是 X 中 x 的邻域.

证明 (开集) 根据定义. (闭集) 根据集合论 (2.6). (邻域) 因为开集如此,
再结合 (2.6) 便得. �
商空间的一个最直观的表现就是将划分中每个类的点粘合, 下面的例

子很好地说明了问题.

例 6.26 在 A = [0, 1]× [0, 1] 上定义等价关系:

(x1, y1) ∼ (x2, y2) : ⇐⇒ x1 = x2, yi = 0 或1

则 A/ ∼ 将相当于图6.3中的 “管子 ”.
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图 6.3: “管子”

例 6.27 (Möbius 带) 在 A = [0, 1]× [0, 1] 上定义等价关系:

(x1, y1) ∼ (x2, y2) : ⇐⇒ x1 + x2 = 1, yi = 0 或1

则 A/ ∼ 将相当于著名的Möbius 带 , 如图6.4所示.

图 6.4: Möbius 带

例 6.28 (轮胎面) 在 A = [0, 1]× [0, 1] 上定义等价关系:

(x1, y1) ∼ (x2, y2) : ⇐⇒ (x1 = x2, yi = 0 或1) 或(y1 = y2, xi = 0 或1)

则 A/ ∼ 将相当于图6.5中的轮胎面 .

例 6.29 (Klein 瓶) 在 A = [0, 1]× [0, 1] 上定义等价关系:

(x1, y1) ∼ (x2, y2) : ⇐⇒ (x1 = x2, yi = 0 或1) 或(x1+x2 = 1, yi = 0 或1)
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图 6.5: 轮胎面

则 A/ ∼ 将相当于著名的Klein 瓶 . 先将管子弯成 U 型, 再穿过自身即
可得著名的 Klein 瓶, 如图6.6所示. Klein 瓶本身并不相交, 所以严格来
说, 我们为了表示 Klein 瓶, 需要借助四维空间来表示.

图 6.6: Klein 瓶

也就是说, 我们将要 “粘合” 的点放入一个等价类, 所得到的商拓扑就
是 “粘合” 后的空间.
由此回看最初对拓扑的定义, 我们无非是需要一个 “邻近” 的概念. 子

空间所作的, 无非是把子空间外的 “邻近” 截断. 商空间所做的, 即这些
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“粘合” 的工作, 无非就是把被粘合对象的相邻的部分合并到一起.

� 补充 6.30 (商空间) 已知拓扑空间 X, A ⊆ X, 如下构造也很常用. A 定
义一个等价关系

x ∼ y ⇐⇒ x, y ∈ A

这确定的商拓扑 X/ ∼ 空间被记为 X/A. 这就是把所有 A 的元素捏成一

个点, 方便起见, 我们不妨认为

(X \A) ⊔ {∗} = X/A

这样, X/A ⊆ U 是 ∗ 的邻域当且仅当 U 的原像是 A 的邻域.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 6.11 对于拓扑空间 X, 商空间 X/ ∼, 求证: X/ ∼ 的每个开集都是
X 的某个开集的像.

习题 6.12 证明闭集是局部概念: 已知拓扑空间 X, 一族开集 {Ui}i∈I ,
X =

∪
i∈I Ui, 从而

F是闭集 ⇐⇒ F ∩ Ui是 Ui 的开集

习题 6.13 (离散) 对于拓扑空间 X, A ⊆ X, 我们称 A 是离散的 , 如果
A 作为子空间是离散拓扑. 验证:

(1)Q ⊆ R 不是离散的.
(2)Z ⊆ R 是离散的.
(3)
{

1
n

}∞
n=1
也是离散的.

(4) 证明: Rn 中的离散子集不是稠密的. (提示: 选择这样的 A, 假如
a ∈ A 满足 U ∩A = {a}, 那么 U \ {x} 就和 A 无交. )

(5) 证明: Rn 中的离散子集都是至多可数的. (提示: 也就是说, 对
每个 a ∈ A, 都存在开集 U 使得 U ∩ A = {x}, 也就是说开集 U 将 x 和

A \ {x} 分开, 因为在 R 中, 所以我们可以找有理数 r ∈ Q, n ∈ Z>0 使得

x ⊆ {y : |y − r| < 1/n} ⊆ U . 这样实际上定义了 A 到 Q× Z>0 的单射. )
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图 6.7: 盖住 A 中的 n 个元素

A 刁题 6.14 对于平面 R2 上的无限离散点集 A, 如果 A 是闭集. 求证: 对
任意 n, 一定有某个圆恰好盖住 A 中的 n 个元素, 如图6.7. (提示: 事实
上, 我们甚至可以取圆心在同一个点, 这样逐渐放大这个圆. 问题会出在
是否可能在某一时刻恰好接触到两个点? 对任何两个 a, b ∈ A, 都决定了
一条直线, 在这条直线上的任何一点为圆心存在这种问题. 但是这终归是
可数条直线, 不能覆盖整个平面, 参见习题3.13, 所以只要圆心选得恰当,
就没有问题. )

问题 6.15 有三幢大楼分别需要通水通电通气, 而附近只有一家供水点,
供电点和供气点, 如图6.8. 但由于不巧地, 这是在二维平面上, 所以线路
交叉是不被允许的, 更不允许穿过大楼1. 于是, 经过尝试2, 在二维平面上,
是无法通过恰当地连接线路同时给三幢大楼通水通电通气.

然而, 如果这三幢建筑建在 Klein 瓶或轮胎面上将可以办到3. 请读者
尝试完成. (提示: 如图6.9. 在轮胎面上或许更直观一些, Klein 瓶上的情
况是类似的. )

1否则大楼里会全是水/漏电/燃气爆炸.
2图论的一个经典定理是 K3,3 是不可平面的.
3这样这个上面就可以少建一点供水/电/火点了
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图 6.8: 通水通电通气问题

6.3 连续映射

下面, 我们用映射将两个拓扑联系起来, 其中, “好” 的映射, 应当是保
持邻域不变的映射.

定义 6.31 (连续) 已知拓扑空间 X,Y , f : X → Y , x0 ∈ X, 若

∀ f(x0) 的邻域V, f−1(V )是 x0 的邻域

则称 f 在 x0 处连续 (continuous) .
等价地, 对任意 f(x0) 的邻域 V , 总有 x0 的邻域 U 使得 f(U) ⊆ V .

命题 6.32 已知拓扑空间 X,Y , f : X → Y , A ⊆ X, 关于限制 f |A 的连
续性有如下性质

(1) x0 ∈ A, 则 f在 x0 处连续⇒ f |A在 x0 处连续.

(2) x0 ∈ A◦, 则 f在 x0 处连续 ⇐⇒ f |A在 x0 处连续.
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图 6.9: 轮胎面上的情况

证明 (1) 注意到, (f |A)−1(V ) = f−1(V ) ∩ A, 根据 (6.21) 容易证明. (2)
重要的是反方向, 此时 x0 ∈ A◦, 这说明 A 是 x0 的邻域, 根据 (6.21) 关于
邻域的论断, x 在 A 中的邻域也是 x 在 X 中的邻域. 容易得到. �

命题 6.33 已知拓扑空间 X,Y, Z, f : X → Y, g : Y → Z, x0 ∈ X, 若 f

在 x0 处连续, g 在 f(x0) 处连续, 则 g ◦ f 在 x0 处连续.

证明 习题见. �

定义 6.34 (连续映射) 已知拓扑空间 X,Y , f : X → Y , 若 ∀x ∈ X, f 在
x 处连续, 则称 f 在 X 上连续 .

定理 6.35 已知拓扑空间 X,Y , f : X → Y , 下列命题等价

(1) f 在 X 上的连续. (逐点连续)

(2) 任意开集 V ⊆ Y , f−1(V ) 是开集. (开集原像是开集)

(3) 任何闭集 V ⊆ Y , f−1(V ) 是闭集. (闭集原像是闭集)

证明 (2) ⇐⇒ (3) 根据集合论的常识 (2.6) 以及 (6.4).
(1)⇒(2), 对任何一点 x ∈ f−1(V ), 即 f(x) ∈ V , 按定义, V 是 f(x)

的邻域, 则 f−1(V ) 是 x 的邻域, 这就已经说明 f−1(V ) 是开集.
(2)⇒(1), 对任何一点 x ∈ X, 对任何 f(x) 的邻域 V , 不妨假设开集

W 使得 f(x) ∈ W ⊆ V , 这样, 根据定义 x ∈ f−1(W ) ⊆ f−1(V ), 这使得
f−1(V ) 称为 x 的邻域. �
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推论 6.36 有如下例子

• 对于拓扑空间 X, 子拓扑空间 A ⊆ X, 嵌入映射是连续的.

• 对于拓扑空间 X, 商空间 X/ ∼, 自然映射是连续的.

• 任何拓扑空间 X 到平凡拓扑 Y 的映射都是连续的.

• 离散拓扑 X 到任何拓扑空间 Y 的映射都是连续的.

• 常函数总是连续的.

回忆 (5.9), 在拓扑的范畴中也有类似的命题.

命题 6.37 对于两个拓扑空间 X,Y , 连续映射 φ : X → Y , 假设 φ 诱导

的等价关系为 ∼, f 的像为 I, 记 π : X → X/ ∼ 为自然映射, ι : I → Y

为包含映射, 则

(1) 存在唯一的连续满射 φ̄ : X → I 使得 ι ◦ φ̄ = φ.

(2) 存在唯一的连续单射 φ̃ : X/ ∼→ Y 使得 φ̃ ◦ π = φ.

(3) 存在唯一的连续双射 φ̂ : X/ ∼→ I 使得 ι ◦ φ̂ ◦ π = φ.

X
φ //

π

�� φ̄
//

Y

X/ ∼
φ̂

//

φ̃

//

I

ι

OO

证明 根据 (5.9), 已经存在这样的映射, 只要验证连续. 只需要验证 (3),
这样, 对任何 I 的开集 I ∩ U , 则 π−1(φ̂−1(I ∩ U)) = φ−1(U) 是开集, 故
φ̂−1(I ∩ U) 是开集. �

定义 6.38 (同胚映射) 已知拓扑空间 X,Y , 双射 f : X ↔ Y , 若 f, f−1

都是连续的, 则称 f 为 X 到 Y 的同胚映射 (homeomorphism) , 或称
为拓扑变换 , X 与 Y 同胚.
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� 补充 6.39 (开映射) 一个也很常用的概念是开映射. 称两个拓扑空间的
映射 f : X → Y 是开映射 , 如果

∀ 开集 U ⊆ X, f(U) ⊆ Y是开集

类似地还可以定义闭映射 ,

∀ 闭集 U ⊆ X, f(U) ⊆ Y是闭集

显然, 双射 +开/闭映射 = 同胚. 开映射有非常重要的分析意义, 其代表
的是 “稳定性”. 开映射逐点表现为

∀x ∈ X, ∀ x 的邻域 U, f(U)是 f(x) 的邻域

也就是说 x 微小变动只会带来 f(x) 的微小变动.

� 补充 6.40 (嵌入, 商映射) 一个也很常用的概念是嵌入. 称两个拓扑空间
的映射 f : X → Y 是嵌入 , 如果通过 f , X 和作为 Y 的子空间的 Im f

同胚. 即 f 是连续单射, 且

∀开集 U ⊆ X, ∃开集 V ⊆ Y , s. t. V ∩ Im f = f(U)

与之对偶的概念是商映射 , 如果通过 f , X/ ∼ 和 Y 同胚, 即 f 是连续满

射, 且
∀U ⊆ Y U是开集 ⇐⇒ f−1(U)是开集

例 6.41 正方形和圆是同胚的. 通过在每个方向上伸缩

φ : [−1, 1]× [−1, 1] −→ S2 (x, y) 7−→ max(|x|, |y|)√
x2 + y2

(x, y)

约定 0 7→ 0. 和

ψ : S2 −→ [−1, 1]× [−1, 1] (x, y) 7−→
√
x2 + y2

max(|x|, |y|)(x, y)

也约定 0 7→ 0. 这也解释了为何拓扑被称为橡皮几何学, 因为在同胚意义
下, 我们可以把正方形 “拉” 成圆形. 所以同胚的意义就是不 “扯破”, 不
“捏扁” 地变形拓扑空间.
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例 6.42 在 R 上定义等价关系

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Z

则商拓扑空间 R/ ∼ 与单位圆周 S2 = {z ∈ C : |z| = 1} 同胚, 通过
[x] 7→ e2πix.

例 6.43 在欧氏空间中有如下经典的不同胚的例子

1. 区间 [0, 1] 与 (0, 1) 不同胚. 否则 0, 1 的像将会 “切断”(0, 1), 这样被
切断之后成为三段不交的开集, 这三个不交的开集的原像成为 (0, 1),
这是不可能的.

2. 区间 [0, 1] 与 [0, 1] ∪ [2, 3] 不同胚. 因为 [0, 1] 不能写成两个不交的

非空闭集.

3. 区间 [0, 1] 与单位圆 C = {x ∈ R2 | |x| = 1} 不同胚. 因为任意删去
一个点, 单位元同胚于开区间 (0, 1). 而不论 [0, 1] 如何删都不可能

同胚于 (0, 1).

4. 区间 R 与 R2 不同胚. 因为任意删掉一个点, R 就 “断了”, 但是 R2

却还连通.

5. 区间 [0, 1] 与 [0, 1]× [0, 1] 不同胚. 因为 [0, 1]× [0, 1] 中存在 “回路”,
而 [0, 1] 不可能.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 6.16 证明 (6.33).

问题 6.17 (粘接引理) 已知拓扑空间 X, 一些闭集 {A1, A2, . . . , An} 覆
盖了 X, 则

f |Ai
连续⇒ f连续

(提示: 注意到 f−1(B) ∩Ai = (f |Ai
)−1(B). )
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问题 6.18 (上下连续) 称 R 上的实函数 f 是

(1)上连续的, 当 ∀x0, lim sup
x→x0

f(x) = f(x0).

(2)下连续的, 当 ∀x0, lim inf
x→x0

f(x) = f(x0).
求证: f 是上连续的 ⇐⇒ f−1(−∞, a) 是开集; f 是下连续的

⇐⇒ f−1(a,+∞) 是开集.

习题 6.19 对于连续函数 f : R → R, 证明如下集合是开集

{x ∈ R : ∃y > x, s. t. f(y) > f(x)}

并解释其含义. (提示: 见图6.10. )

图 6.10: 日出

习题 6.20 证明二元集合 X = {a, b} 上的平凡拓扑 X1 到离散拓扑 X2

之间的恒等映射是连续的, 虽然是双射, 但是不是同胚.

习题 6.21 另一个连续双射而不是同胚的典型的例子是如图6.11中放倒的
ρ 型, 右方线段是开线段, 将这条线段的 “右边” 扭向自身中间, 并搭在自
身上. 这样逆映射不是连续的, 因为这需要拆 “焊点”. 请读者将上述论证
严格化.

习题 6.22 证明: 投影映射

π : R2 −→ R2 (x, y) 7−→ (x, 0)

是连续映射, 但不是开映射.
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图 6.11: 连续双射而不是同胚

问题 6.23 下面这个函数是饶有趣味的, 对于 x ∈ (0, 1), 假设其规范二进
制小数为

x = 0.a1a2 . . . ai ∈ {0, 1}

那么定义 f(x) = lim supn→∞
1
n

∑n
i=1 ai, 求证:

(1) 在任何一个区间上 f(x) 取遍 [0, 1] 的所有实数. (提示: 可以借助
Riemann 重排定理论证, 换句话说, 令 a1 = 1, 并令 an = 0 对 n > 1 直到

n = n1
1

n1

n1∑
i=1

ai < x

再令 an = 1 对 n > n1 直到

n = n2
1

n2

n2∑
i=1

ai > x

以此类推, 我们会得到 {nk}∞k=1, 这样,∣∣∣ 1
nk

∑nk−1
i=1 ai − x

∣∣∣ ≤
∣∣∣ 1
nk−1

∑nk−1
i=1 ai − 1

nk

∑nk−1
i=1 ai

∣∣∣
=
∣∣∣ 1
nk

(
1

nk−1

∑nk−1
i=1 ai

)
− 1

nk
ank

∣∣∣ ≤ 2
nk

→ 0

这样对一般的 n, 若 nk−1 < n < nk, 则 1
n

∑n
i=1 ai − x 夹在两值之间. )

(2) 对 f 稍加改造, 复合以 1 7→ 1/2, 0 7→ 1/2, 其余不变, 这样就成为
一个 (显然不连续的) 开映射.

A 刁题 6.24 (最大模原理) 有关开映射的一个重要相关概念是最大模原理.
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(1) 若 f : Ω → Rm 是开映射, 其中 Ω 是 Rn 中的区域 (连通开集),
求证最大模原理成立:

∀x ∈ Ω, ∃x′ ∈ Ω, s. t. |f(x)| < |f(x′)|

(2) 若 f : Ω → R 二次连续可微, 其中 Ω 是 R2 中的区域, 方便起见,
以复数 z 表示 R2 中的元素, 若

∆f :=
∂2

∂x2
f +

∂2

∂y2
f = 0 ∀z ∈ Ω

则称 f 为调和函数, 求证:
(a) 平均值定理: 若 f 是调和函数

f(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)dθ ∀0 ≤ r ≤ R

其中 R 使得上式有意义, 即以 z0 为圆心 R 为半径的圆 ⊆ Ω (提示: 对
r 在积分号下求导得 1

2π

∫ 2π

0

(
∂f
∂x

cos θ + ∂f
∂y

sin θ
)

dθ, 然后化为第二型曲线
积分 1

2π

∫
C
−∂f

∂y
dx+ ∂f

∂x
dy 用 Green 公式. )

(b) 若 f 是调和函数, 证明以下两种情形必居其一:

(i)∀z ∈ Ω, ∃z′ ∈ Ω, s. t. f(z) < f(z′) (ii)f是常数

其中 Ω 是 R2 中的区域.
(c) 若

∆f :=
∂2

∂x2
f +

∂2

∂y2
f ≥ 0 ∀z ∈ Ω

则称 f 为拟调和函数 , 求证 (b) 中结论对拟调和函数也成立.

6.4 生成的拓扑

本节我们要来讨论生成的拓扑的概念. 回忆定义 (6.1), 这里我们讨论
的 “拓扑” 指的是开集族.
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定义 6.44 (生成的拓扑) 已知集合 X 上集合族 F ⊆ 2X , 若 X 上有拓扑

T 满足, 对于任何拓扑 P,

F ⊆ P ⇐⇒ T ⊆ P

则称 T 为 F生成的拓扑 .

命题 6.45 关于 X 上集合族 F 生成的拓扑, 有

(1) F 生成的拓扑是存在唯一的, 且等于

F 生成的拓扑 =
∩

拓扑 P ⊇ F

P

若记 F 生成的拓扑为 ⟨F⟩, 则

(2) F ⊆ ⟨F⟩. (递增性)

(3) F ⊆ T ⇒ ⟨F⟩ ⊆ ⟨T⟩. (单调性)

(4) ⟨⟨F⟩⟩ = ⟨F⟩. (幂等性)

(5) F 是 X 上的拓扑的当且仅当 ⟨F⟩ = F.

证明 容易验证, 任意拓扑的交还形成拓扑, 故第一个等号成立. 剩下部
分完全类似于 (4.19). �

命题 6.46 关于 X 上集合族 F 生成的拓扑, 有如下刻画

F 生成的拓扑 = F 成员的有限交的任意并

即 (当中空交约定为 X, 空并约定为 ∅. )

F 生成的拓扑 =

{ ∪
U∈S

U : S ⊆ B

}
B =

{∩
U∈T

U :
T ⊆ B

|T| <∞

}
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证明 记右边为 T, 则

F ⊆ ⟨F⟩ ⇒ B ⊆ ⟨F⟩ ⇒ T ⊆ ⟨F⟩

另一边只需要验证 T 已经构成拓扑, 空集和全集依靠于空并和空交的约
定, 无限并显然满足, 只需要验证有限交. 这是因为( ∪

U∈S

U

)
∩

( ∪
V ∈R

V

)
=
∪
U∈S

∪
V ∈R

(U ∩ V )

其中 S,R ⊆ B, 于是 U ∩ V ∈ B, 从而上式在 T 之中. �

� 补充 6.47 (序拓扑) 对于全序集 X, 我们可以定义如下拓扑子基

{ {x ∈ X : x < r} : r ∈ X } ∪ { {x ∈ X : x > r} : r ∈ X }

不难验证这是拓扑基, 其生成的拓扑被称为序拓扑 . 对应的拓扑子基为

{ {x ∈ X : b < x < a} : a, b ∈ X ⊔ {±∞} }

其中 −∞ < x < a 指的是 x < a, 以此类推.
例如, 实际上, R 上的拓扑和序拓扑相同.

� 补充 6.48 (弱拓扑) 对于集合 X 和一族拓扑空间 {Yi}i∈I , 映射 {fi :

X → Yi}, 则存在一个 “最小” 的拓扑使得 fi 总连续. 弱拓扑 T 是由以下

集合族生成的 ∪
i∈I

{
f−1
i (U) : U 是 Yi 的开集

}
容易验证 fi 都是连续的, 且任何使得 fi 连续的拓扑 F, 都有 T ⊆ F.

定义 6.49 (拓扑基) 对于集合 X 上集合族 F ⊆ 2X , 若 F 满足

• ∀x ∈ X, ∃U ∈ F, s. t. x ∈ U .

• ∀U, V ∈ F, x ∈ U ∩ V, ∃W ∈ F, s. t. x ∈W ⊆ U ∩ V .

也就是说 U ∩ V 是一些 F 成员的并.
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则称 F 是拓扑基 (basis) . 若其生成的拓扑为 T, 则称 F 为 T 的拓扑基.

命题 6.50 对于集合 X 上拓扑基 F, 有

F 生成的拓扑 =

{ ∪
U∈S

U : S ⊆ F

}

即其生成的拓扑是 F 成员的任意并.

证明 首先, 因为 F ⊆ (F 生成的拓扑), 故右边 ⊆ 左边. 反之, 我们验证,
右边已经形成一个拓扑, 因为

• X,∅ 根据定义已经在其中.

• 对有限交封闭, 因为根据分配率( ∪
U∈S

U

)
∩

( ∪
V ∈S′

V

)
=

∪
(U,V )∈S×S′

U ∩ V

根据拓扑基的定义, 右边是一些 F 成员的并, 从而落在其中.

• 对无限并封闭显然.

这样就证明了左边 = 右边. �

推论 6.51 对于集合 X 上拓扑基 F, 拓扑 T, 则 F 生成的拓扑为 T 当且

仅当

• F ⊆ T.

• 任何开集 U ∈ T, x ∈ U , 都存在 V ∈ F 使得 x ∈ V ⊆ U .

即 F ⊆ T ⊆ (F 生成的拓扑).

证明 因为 F ⊆ T, 所以 T ⊆ (F 生成的拓扑) ⊆ (T 生成的拓扑) = T, 得
证. �
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例 6.52 R 具有如下的拓扑基{ (
r − 1

n
, r +

1

n

)
: r ∈ Q, n ∈ Z>0

}
不难验证这是拓扑基, 且其生成的拓扑就是 R 本来的拓扑, 具体来说, 首
先上述集合每一个成员都是开集, 且任何一个开集都是一些成员的并.

拓扑基代表 “真正” 的开集只需要这么多, 例如实数上开集虽然很多,
但可以有可数的拓扑基.
因为拓扑基可以很快确定了一个拓扑, 而一般的集合族则没有那么方

便, 所以我们需要定义集合族生成的拓扑基的概念.

定义 6.53 (拓扑子基) 对于集合 X 上集合族 F ⊆ 2X , 记

B =

{∩
U∈T

U :
T ⊆ B

|T| <∞

}
容易验证, 这构成拓扑基, 这被称为 F 生成的拓扑基 , 称 F 是 B 的拓扑

子基 . 若 F 生成的拓扑为 T, 也称 F 是 T 的拓扑子基 .

类比拓扑基的概念, 我们定义邻域基.

定义 6.54 (邻域基) 对于拓扑空间 X, x ∈ X, 若 x 的邻域组成的族 U 满

足

∀x 的邻域 V ,∃U ∈ U, s. t. U ⊆ V

则称 U 是 x 点处的邻域基 . 从而根据 (6.11), x 的所有邻域即

{V ⊆ X : ∃U ∈ U, s. t. U ⊆ V }

命题 6.55 若拓扑空间 X 有拓扑基 F, 则若 x ∈ X

{U ∈ F : x ∈ U}

构成 x 点处的邻域基. 反之, 若每一点 x 取定开邻域基 Ux, 则∪
x∈X

Ux

构成 X 的拓扑基.
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证明 因为任何包含 x 的开集都是 F 的成员的任意并, 从而必有一个 F

的成员即包含 x, 又组成了这个开集.
反之, 对于开集 U , 在每一点 x ∈ U , 都可以选取邻域 Vx ⊆ U , 通过缩

小 Vx, 可以假设 Vx ∈ Ux, 于是 U =
∪

x∈U Vx 是一些
∪

x∈X Ux 成员的并.
根据 (6.51) 命题得证. �

例 6.56 对 x ∈ R, x 点处具有如下邻域基{ (
x− 1

n
, x+

1

n

)
: n ∈ Z>0

}
例 6.57 任何拓扑空间 X, x 的全体开邻域构成 x 的一个邻域基.

例 6.58 事实上, 对任何拓扑空间 X, 若有一点 x 的邻域 U , 则所有包含
在 U 中的 x 邻域构成了邻域基, 因为任意 x 的邻域 V , V ∩ U ⊆ U 是 x

的邻域.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

问题 6.25 (邻域基公理) 已知集合 X, 若 ∀x ∈ X, ∃N(x) ⊆ 2X 满足

(1)N(x) ̸= ∅. (非空)
(2)∀U ∈ N(x), x ∈ U . (含元)
(3)∀U, V ∈ N(x),∃W ∈ N(x), s. t.W ⊆ U ∩ V . (向下封闭性)
(4)∀U ∈ N(x), ∃V ⊆ U,∀y ∈ V,∃W ∈ N(y), s. t.W ⊆ V

此时称 N(x) 为 x 的邻域基. 求证: 存在唯一的拓扑空间 X 使得

N(x) 是 x 的拓扑基.

问题 6.26 (弱拓扑) 对于集合 X 和一族拓扑空间 {Yi}i∈I , 映射 {fi :

X → Yi}, 证明弱拓扑 T 满足如下泛性质

任何 X 上的拓扑 T′,
使得 f : (X,T′) 总连续,
都有 idX : (X,T′) → (X,T) 连续.

(X,T)
f // Yi

(X,T′)

f

<<yyyyyyyyy
idX

OO
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问题 6.27 (Furstenberg) 在一篇精彩的论文中, 作者通过点集拓扑学的
概念证明了素数是无穷的.
在 Z 上定义开集是如下拓扑基生成的拓扑

aZ+ b = {an+ b : n ∈ Z} a, b ∈ Z

验证, (1) 这是一个 Z 上的拓扑. (2) 任何有限集合都不是开的.
(3)aZ+ b 是既开又闭的. (4)Z \ {±1} =

∪
素数 p pZ. (5) 证明素数有无穷

个.

6.5 乘积拓扑

下面在 Cartesius 积上赋予拓扑结构, 好在有了上一节的铺垫, 这一节
将会很顺利.

定义 6.59 已知两个拓扑空间 X,Y , 在 X × Y 上定义拓扑为下列集族生

成的拓扑

{ U × V : U 是 X 的开集, V 是 Y 的开集 }

更具体地说, X × Y 的开集是上述集合的任意并. 这被称为乘积拓扑 . 于
是, 我们可以仿照定义任意有限个拓扑空间的乘积.

命题 6.60 (二元乘积空间结构定理) 对两个拓扑空间 X,Y , 关于 X × Y

上的拓扑, 有

(开集) X × Y 的开集以

{U × V : U 是 X 的开集, V 是 Y 的开集}

为拓扑基. 即开集都是形如 U × V 的并, 其中 U 是 X 的开集, V
是 Y 的开集.
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(邻域) (x, y) ∈ X × Y 以

{U × V : U 是 x 的邻域, V 是 y 的邻域}

为邻域基. 即 (x, y) 的邻域都是含某个 U × V 的集合, 其中 U 是 x

的邻域, V 是 y 的邻域.

例 6.61 R2 和乘积空间 R×R 上的拓扑是一致的, 因为 R2 每点都以 “同
心圆” 定义了一个邻域基, R× R 则是 “同心” 正方形, 容易想象, 总可以
将圆缩小一些放进正方形中, 也总可以将正方形缩小一些放进圆中, 故互
相为对方的邻域基, 从而定义了相同的邻域, 从而定义了相同的拓扑.

定义 6.62 (乘积空间) 已知一族拓扑空间 {Xi}i∈I , X =
∏

i∈I Xi. 在 X

上定义拓扑为下列集族生成的拓扑

∪
i∈I

 π−1
i (U) =

∏
j∈I

Xj j ̸= i

U j = i
: U 是 Xi 的开集


其中 πi : X → Xi 是投影映射, 这被称为乘积拓扑或Tychonoff 拓扑 .

回忆 (6.48), 这就是说, X 上的拓扑是最小的使得投影映射连续的拓
扑.
在有限情形下, Tychonoff 拓扑和我们前面定义的拓扑是完全相同的,

因为 ∏
i∈I

Ui =
∩
i∈I

p−1
i (Ui) (有限交)

参见图6.12.

命题 6.63 (乘积空间结构定理) 对一族拓扑空间 {Xi}i∈I , X =
∏

i∈I Xi.
关于 X 上的拓扑, 有

(开集) X 的开集是由 ∏
j∈I

Xj j ̸= i

U j = i
: U 是 Xi 的开集


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图 6.12: Tychonoff 拓扑和 “箱” 拓扑

生成的. 其生成的拓扑基是{ ∏
i∈I

Ui : Ui ⊆ Xi 是开集, 且只有有限的 Ui ̸= Xi

}

即开集都是形如上集合的并.

(邻域) (xi)i∈I ∈ X 以{ ∏
i∈I

Ui : Ui 是 xi 邻域, 只有有限的 Ui ̸= Xi

}

为邻域基.

(闭包) 对于 Yi ⊆ Xi, 有 ∏
i∈I

Yi =
∏
i∈I

Yi

证明 需要证明的是关于闭包的论证. 首先, 注意到,

右边 =
∩
j∈I

∏
i∈I

Yj i = j

Xi i ̸= j

故右边是闭集故左边 ⊆ 右边. 反之, 任意 (xi) ∈
∏

i∈I Yi, 任何邻域
U =

∏
Ui ∋ (xi),则每个 Ui都与 Yi有交,这样 U∩

∏
i∈I Yi =

∏
i∈I(Yi∩Ui)

非空, 故右边 ⊆ 左边. �
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≫≫≫ 习题 ≪≪≪

问题 6.28 对一族拓扑空间 {Xi}i∈I , X =
∏

i∈I Xi. 一种有限情形的直接
的类比是在 X 赋予箱 (box) 拓扑 , 定义箱拓扑为如下拓扑基生成的拓
扑 { ∏

i∈I

Ui : Ui 是 Xi 的开集

}
但是其性质不太好, 例如考虑 Rω = R|N∗|, 设

f : R −→ Rω

t 7−→ (t, t, . . .)

求证: 在 Rω 取箱拓扑时, f 不连续. (提示: 取 V =
∏

n∈N∗(− 1
n
, 1
n
))

问题 6.29 回忆 §2.3介绍的泛性质 (2.22) 和 (2.23), 乘积空间也可以有
类似的性质. 对于一族拓扑空间 {Ai}i∈I , 则

(P, {πi})

∣∣∣∣∣ 乘积空间P =
∏
i∈I

Ai, πi : P → Ai是投影映射

满足如下的泛性质

∀拓扑空间 X, ∀一族连续映射 {φi : X → Ai}
∃!连续映射 λ : X → P

s. t. ∀i ∈ I, πi ◦ λ = φi

X
φi

  A
AA

AA
AA

A

λ

���
�
�

P πi

// Ai

且满足上述性质的 (P, {πi}) 之间必然可以建立同胚, 具体来说, 若

(P, {πi}), (P ′, {π′
i})

满足上述泛性质, 则存在连续映射 α : P → P ′, β : P ′ → P , 使得

α ◦ β = idP ′

β ◦ α = idP

πi ◦ β = π′
i

π′
i ◦ α = πi

P ′

π′
i

  A
AA

AA
AA

A

β

		

)
�

�
P πi

//

α

HH

)
� �

Ai
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也就是说, 把 “集合” 换成 “拓扑空间”, “映射” 换成 “连续映射”, “Carte-
sius 积” 换成 “乘积空间”, 上述泛性质也对.

问题 6.30 一个也很常用的构造是无交并空间 , 已知一族拓扑空间
{Xi}i∈I , X =

⊔
i∈I Xi. (回忆 (1.22)), 可以定义开集为{ ⊔

i∈I

Ui : Ui 是 Xi 的开集

}

容易验证这是一个拓扑, 且满足类似 (2.25) 和 (2.26) 的泛性质
对于一族拓扑空间 {Ai}i∈I , 则

(U, {ιi})

∣∣∣∣∣ 无交并空间U =
⊔
i∈I

Ai, ιi : Ai → U是包含映射

满足如下的泛性质

∀拓扑空间 X, ∀一族连续映射 {φi : Ai → X}
∃!连续映射 λ : U → X

s. t. ∀i ∈ I, λ ◦ ιi = φi

X

U

λ

OO�
�
�

Aiιi
oo

φi

``AAAAAAAA

并且也有类似 (2.26) 的性质.

6.6 度量空间

定义 6.64 (度量) 已知非空集合 X, d : X ×X → R 满足:

Mtr1 d(x, y) ≥ 0, 当且仅当 x = y 时取 “=”. (正定性)

Mtr2 d(x, y) = d(y, x). (对称性)

Mtr3 d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z). (三角不等式)

则称 d 是 X 上的度量或距离 , (X, d) 为度量 (metric) 空间或距离空
间 .
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对于 a ∈ X, 记

Br(a) = {x ∈ X | d(a, x) < r}

为称为以 a 为中心, r 为半径的邻域 .
规定 X 上的拓扑是拓扑基4

{Br(a) : r > 0, a ∈ X}

生成的拓扑.

如果说拓扑是用集合的包含关系来代表远近程度, 那么度量空间就是
用实数的大小来代表.

例 6.65 对于任何集合 X, 规定 d(x, y) = δxy =

1 x = y

0 x ̸= y
, 这也构成一

个距离, 这诱导了离散拓扑.

例 6.66 对于欧氏空间 Rn, 都有自然的距离

d(x, y) =
√
(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2 x = (xi)

n
i=1 y = (yi)

n
i=1

例 6.67 (p 进度量) 对于有理数 Q 和素数 p, 可以定义

d(x, y) =
1

pr
x− y = pr

a

b
p - a, p - b

例如 p = 3 时 d(3, 0) = d(6, 0) = d(12, 0) = 1
3
, d(1, 0) = 1. 此时, 甚至

有强三角不等式

d(x, z) ≤ max(d(x, y), d(y, z))

这被称为 p 进度量.
4 回忆拓扑基的定义 (6.49). 因为对于任意两个这样的邻域 Br(a), Bs(b), 若有 c ∈ Br(a) ∩

Bs(b), 若取 ϵ = min(r − d(a, c), s − d(b, c)), 则 Bϵ(c) ⊆ Br(a) ∩ Bs(b).
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定义 6.68 (收敛) 若 X 是距离空间, 对于序列 {xn}∞n=1 ⊆ X. 称 {xn}收
敛 (converge)到 x0 ∈ X 当

∀ϵ > 0, ∃N > 0, s. t. n > N ⇒ d(xn, x0) < ϵ

即 d(xn, x0) → 0. 并记为 xn → x0.

例 6.69 (赋范线性空间) 对于 R 或 C-向量空间 V , 称映射 | · | : V → R
是一个范数 (norm) , 当

Nm1 对任意 x ∈ V , ||x|| ≥ 0, 且 ||x|| = 0 ⇐⇒ x = 0. (正定性)

Nm2 对任意 x, y ∈ V , ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||. (三角不等式)

Nm3 对任意 λ ∈ R 或C, x ∈ V , ||λx|| = |λ| · ||x||. (齐次性)

其中 |λ|是 R或 C上的绝对值或模长. 称 (V, ||·||)为一个赋范 (normed)
线性空间 .
显然, d(x, y) = ||x− y|| 是 V 上的一个距离, 称之为范数诱导的距离.

这使得 X 成为一个距离空间.

例 6.70 (内积空间) 对于 R 或 C-向量空间 V , 称自身的配合 ⟨·, ·⟩ :

V × V → R 是一个内积 (inner product) , 当

InnProd1 对任意 x ∈ V , ⟨x, x⟩ ≥ 0, 且 ⟨x, x⟩ = 0 ⇐⇒ x = 0. (正定
性)

InnProd2 对任意 x, y ∈ V , ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩. (共轭对称性)

InnProd3 对任意 x, y, z ∈ V, λ ∈ R 或C, ⟨x+ λy, z⟩ = ⟨x, z⟩ + λ ⟨y, z⟩.
(线性性)

其中 · 是 C 上的共轭. 称 (V, ⟨·, ·⟩) 为一个内积空间 .
显然, ||x|| :=

√
⟨x, x⟩ 是 V 上的一个范数, 称为内积诱导的范数.

命题 6.71 (用序列描述拓扑) 对于距离空间 X, 则
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(闭集) F ⊆ X 是闭集, 如果任何 F 中收敛的序列都不会收敛到 F 以外.
即若 {xn} ⊆ F

xn → x0 ⇒ x0 ∈ F

(闭包) A ⊆ X 的闭包是所有 A 中收敛序列的极限点. 即

x ∈ A ⇐⇒ ∃{xn}∞n=1 ⊆ A, s. t. xn → x

证明 (闭集) 可以由 (闭包) 来推倒, 我们证明 (闭包). 若 x ∈ A, 则任何
正整数 n 都有 B1/n(x) ∩ A ̸= ∅, 这样, 就可以选择 xn ∈ B1/n(x) ∩ A, 此
时 {xn} ⊆ A, 且 xn → x.
反之, 若 {xn}∞n=1 ⊆ A, s. t. xn → x. 任意 x 的任何邻域 V , 根据距

离空间拓扑的定义, 存在 Br(a) ⊆ V 对某个 r > 0, 这样存在 n 使得

d(xn, x) < r, 这样, xn ∈ Br(x) ∩A ⊆ V ∩A ̸= ∅. �

定义 6.72 (Cauchy) 若 X 是距离空间, 对于序列 {xn}∞n=1 ⊆ X. 称
{xn} 是Cauchy 列当

∀ϵ > 0,∃N > 0, s. t.m, n > N ⇒ d(xn, xm) < ϵ

若凡 Cauchy 列皆收敛于某一个 x0 ∈ X, 则称 X完备 (complete) .

命题 6.73 对于距离空间 X, 序列 {xn}∞n=1 ⊆ X, 则

(1) 若 xn → x0 ∈ X, 则 {xn} 是 Cauchy 列.

(2) 对 Cauchy 列 {xn}, xn → x0 ⇐⇒ 有子列 xnk
→ x0.

证明 (1) 预先取 ϵ/2, 则

d(xn, xm) ≤ d(xn, x0) + d(xm, x0) < ϵ/2 + ϵ/2 = ϵ

(2)⇒ 方向显然. 反之, 若有子列 {ank
} 是 Cauchy 列, 取 ϵ/2, 则

d(xm, x0) ≤ d(xm, xnk
) + d(xnk

, x0) < ϵ

只要挑选恰当的 nk 即可. �
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� 补充 6.74 (子集之间的距离) 对于距离空间 X, 子集 Y,Z ⊆ X, 可以定
义 Y 到 Z“距离”

d(Y,Z) := inf{d(y, z) : y ∈ Y, z ∈ Z}

特别地, d(x, Y ) 是 d({x}, Y ) 的简写. 交给读者去验证:

d(x, Y ) = 0 ⇐⇒ x ∈ Y

� 补充 6.75 注意到,对于距离空间 (X, d),新的距离 d(x, y) = max(d(x, y), 1)
也是一个距离, 且诱导了和 d 相同的拓扑 (因为两种意义下的收敛是完全
一样的). 这被称为标准有界度量 .

定义 6.76 (一致拓扑) 对于一族距离空间 {(Xi, di)}i∈I , 在 X =
∏

i∈I Xi

上定义新的距离

d(x, y) = min
(
1, sup

i∈I
(d(xi, yi))

)
x = (xi)i∈I y = (yi)i∈I

容易验证, 这是一个度量, 这被称为 X 上的一致 (uniform) 度量 .

命题 6.77 对于距离空间 (X, d), d 是 X ×X → R 的连续函数.

证明 若 (x, y) 7→ r. 对任何 ϵ > 0,存在 δ = ϵ/2,使得 (z, w) ∈ Bδ(x, y) =

Bδ(x)×Bδ(y), 这样,

d(z, w) ≤ d(z, x) + d(x, y) + d(y, w) < d(x, y) + ϵ⇒ d(z, w)− d(x, y) < ϵ

另一方面

d(x, y) ≤ d(z, x)+d(z, w)+d(y, w) < d(z, w)+ ϵ⇒ d(z, w)−d(x, y) > −ϵ

命题得证. �

例 6.78 (连续函数环) 对于拓扑空间 X, 记全体 X → R 的连续函数为
C (X), 容易通过集合论的等同将其视为 R|X| 的子集. 此时, C (X) 上的

收敛就是一致收敛. 这被称为连续函数环 .



6.6 度量空间 133

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 6.31 对于完备距离空间 X, Y ⊆ X 作为子空间也完备当且仅当 Y

是闭集.

习题 6.32 (预度量空间) 已知非空集合 X, d : X ×X → R 满足:
(1)d(x, y) ≥ 0, 且 d(x, x) = 0. (半正定性)
(2)d(x, y) = d(y, x). (对称性)
(3)d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z). (三角不等式)
则称 d 是 X 上的预度量或预距离 , 定义关系

x ∼ y : ⇐⇒ d(x, y) = 0

求证: ∼ 是等价关系, 且 X/ ∼ 成为度量空间.

A 刁题 6.33 (完备化) 我们将要证明, 对于任何距离空间 X, 都存在一个
X̂, 使得 X̂ 是包含 X 的完备距离空间之中最小的, 我们称 X̂ 为 X 的完

备化 . 具体来说, 存在等距嵌入 ι : X → X̂, 使得 ι(X) ⊆ X̂ 稠密.
(1) 考虑所有 X 的 Cauchy 列构成的集合 C, 在其上定义预距离

d((xn), (yn)) = lim
n→∞

d(xn, yn)

求证: 这个极限是存在的. (提示: 注意到 |d(xn, yn) − d(xm, ym)| <
d(xn, xm) + d(yn, ym). )
由这个预距离, 诱导出等价关系 ∼, 这使得 X̂ = X/ ∼ 成为度量空

间.
(2) 若定义 ι 为常数映射,

ι : X −→ X̂ x 7−→ (x, x, . . .)

求证: 这是等距嵌入 ι : X → X̂, 使得 ι(X) ⊆ X̂ 稠密.
(3) 证明 X̂ 是完备的. (提示: 对于一列 X̂ 的 Cauchy 列 {ξi}∞i=1, 因

为 ι(X) 在 X̂ 中稠密, 所以可以找 (xi)
∞
i=1 ⊆ X 使得

d(ι(xi), ξi) → 0
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这样就证明了 ξi → (xi)
∞
i=1 所在的等价类. )

(4) 证明如下性质

∀完备度量空间 Y

∀连续映射 φ : X → Y

∃!φ̂ : X̂ → Y

s. t. φ = φ̂ ◦ ι

X
ι //

φ
��@

@@
@@

@@
@ X̂

φ̂

��
Y

(提示: 因为 Y 完备, 而连续函数将 Cauchy 列变为 Cauchy 列, 所以定义
(xi) 7→ lim f(xi), 这是良定义的. 这还顺便证明了这是连续的, 因为逐点
连续. )

习题 6.34 已知一族度量空间 {(Xi, di)}i∈I , 设箱拓扑 (参见习题6.28) 的
开集族为 B, 乘积拓扑的开集族为 T, 一致拓扑的开集族为 U, 求证:

T ⊆ U ⊆ B

并说明 I 无穷时, RI 上它们都不相同. (提示: 考虑 U = (−1, 1)I , V =∏
n∈N∗(− 1

n
, 1
n
))

问题 6.35 (压缩映照原理) 一个完备的度量空间 X, 若 f : X → X 满足

存在 0 < c < 1 使得

d(f(x), f(y)) ≤ c · d(x, y)

求证: 必然存在 x ∈ X 使得 f(x) = x. (提示: 证明 {fn(x)} 是 Cauchy
列. )

问题 6.36 一个赋范线性空间 V 完备当且仅当如下的Weierstrass 判别
法成立.
对序列 {xn}∞n=1 ⊆ V , 若

∑∞
n=1 ∥xn∥ 收敛, 则

∑∞
n=1 xn 收敛. 且∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

n=1

∥xn∥
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(提示: 容易利用 Cauchy 列得到 Weiestrass 判别法以及估计. 反之, 若
{xn}∞n=1 ⊆ X 是 Cauchy 列, 可以找 n(k) 单调递增趋于无穷使得

||xn(k+1) − xn(k)|| <
1

2k

此时
∞∑
k=1

(xn(k+1) − xn(k))

根据 Weierstrass 判别法, 这是收敛的, 即 xn(k) 收敛. )
并说明连续函数环 C (X) 总是完备的.

问题 6.37 (Baire 纲定理) 令 X 是完备的度量空间, 若 {Fn}∞n=1 满足

(Fn)
◦ = ∅, 则 (

∞∪
n=1

Fn

)◦

= ∅

(提示: 通过转化, 只需要证明对于完备的度量空间 X, 若开集族 {Un}∞n=1

满足 Un = X, 则
∞∩

n=1

Un = X

假如非空开集 U ⊆ X, 由于 U1 = X, 故可以取 V1 使得

V1 ⊆ V1 ⊆ U ∩ U1

由于 U2 = X, 故可以取 V2 使得

V2 ⊆ V2 ⊆ V1 ∩ U2

以此类推, 可以得到 {Vn} 使得

Vn ⊆ Vn ⊆ Vn−1 ∩ Un ⊆ Vn−1 ⊆ . . . U

我们还可以假定 Vn 的半径不断缩小, 从而任取 xn ∈ Vn 就成为 Cauchy
列. 假设 xn → x, 此时 x ∈ U ∩

∩∞
n=1 Un, 故

∩∞
n=1 Un 稠密. )
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A 刁题 6.38 对连续函数 f(x), 若 lim
n→∞

f(nx) = 0, 求证: lim
x→+∞

f(x) = 0.
(提示: 给定 ∀ϵ > 0, 记

EN = {x ∈ [0, 1] : ∀n > N, |f(x+ lnn)| ≤ ϵ/2}

这是一个闭集. 显然, 根据假设
∞∪

N=1

EN = [0, 1]

根据 Baire 纲定理, 有某个 N 使得 EN 有内部, 设 (aϵ, bϵ) ⊆ EN . 根据上
面的观察, 存在 M > 0 使得

(M,∞) ⊆
∞∪

n=N

(aϵ + lnn, bϵ + lnn)

于是 ∀x > M , x 必然落入某个 (aϵ + lnn, bϵ + lnn) 中, 于是容易验证,
|f(x)| < ϵ 成立. 这就证明了 limx→∞ f(x) = 0.)

A 刁题 6.39 证明: 平面的开集不能被可数条连续可微曲线覆盖. 这里连续
可微曲线指的是 [0, 1] 到平面的可微映射. (提示: 先将开集缩小成一个闭
长方形, 再利用 Baire 纲定理, 重点在于证明可微曲线没有内点, 也就是连
续可微曲线无法填满平面, 只要按照导数的上下界为比例打网格, 如果取
参数间隔充分小, 就不可能填满经过所有网格. )

A 刁题 6.40 若 [0, 1] 上的连续函数 f 满足

∀x ∈ [0, 1], ∃n, s. t. fn(x) = 0

其中 f1 =
∫ x

0
f, f2 =

∫ x

0
f1, . . ., 那么 f = 0. (提示: 实际上, f ̸= 0 的点是

开集, 在这个开集的某个开区间内的闭区间上运用 Baire 纲定理. )
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本章要对拓扑做进一步要求.

7.1 分离公理

定义 7.1 (分离公理) 已知拓扑空间 X, 分离公理如下:

T1 任何 x ̸= y ∈ X, 存在 x 的邻域 U , 使得 y /∈ U .

T2 任何 x ̸= y ∈ X, 存在 x 的邻域 U 和 y 的邻域 V , 使得 U ∩ V = ∅.

T3 任何 x ∈ X, 闭集 A, 如果 x /∈ A, 则存在 x 的邻域 U 和 A 的邻域

V , 使得 U ∩ V = ∅.

T4 任何闭集 A,B, 如果 A ∩ B = ∅, 则存在 A 的邻域 U 和 B 的邻域

V , 使得 U ∩ V = ∅.

这几条分别被叫做第一分离公理 , 第二分离公理 , 第三分离公理 , 第四
分离公理 , 如图7.1.
满足 T1 公理的 X 被称为T1 空间 ; 满足 T2 公理的 X 被称

为Hausdorff 空间或T2 空间 ; 满足 T3 公理的 X 被称为正则 (reg-
ular) 空间或T3 空间 ; 满足 T4 公理的 X 被称为正规 (normal) 空
间或T4 空间 .

也有的文献要求正则空间还需满足 T1, 正规空间还需满足 T1, 不过
我们涉及 T3 和 T4 时都尽量避免可能引发混乱的说法.

137
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T1 T2: Hausdorff

T3: Regular T4: Normal

图 7.1: 分离公理

显然, 分离公理是拓扑性质, 即两个同胚的拓扑空间同时具有或不具
有这一性质.

命题 7.2 拓扑空间 X 是 T1 空间的充分必要条件是 X 的单点集是闭集.

证明 因为

T1 = ∀x ̸= y ∈ X, ∃ x 的邻域U, s. t. y /∈ U

⇐⇒ ∀x ∈ X, ∀y /∈ {x}, ∃ y 的邻域U, s. t. x /∈ U

⇐⇒ ∀x ∈ X, ∀y ∈ X \ {x}, ∃ y 的邻域U, s. t. U ⊆ X \ {x}
⇐⇒ ∀x ∈ X,X \ {x}是开集.
⇐⇒ ∀x ∈ X, {x}是闭集.

命题得证. �

推论 7.3 关于分离公理有如下关系:
(1)T2⇒T1. (2)T3,T1⇒T2. (3)T4,T1⇒T3.

我们将在习题中展示各种反例以说明 T1,T2,T3,T4 之间, 仅有如上
的必然关系.
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命题 7.4 拓扑空间 X 是 T3 空间的充分必要条件是

∀x ∈ X, ∀ x 的邻域U,∃ x 的邻域V, s. t. V ⊆ U

即任何一点邻域可以缩小一点使得闭包还在原来的邻域之中, 换句话说,
每一点都有闭邻域基.

证明 若 X 是 T3 空间. 对于 x 的邻域 U , 不妨通过缩小一些假设 U 是

开邻域, 这样, 对 {x} 和 U c 用 T3 分离可以得到

x 的开邻域 V U 的开邻域 W U ∩W = ∅

这样 V ⊆W c ⊆ (U c)c = U , 条件得证.
反之, 若条件成立, 则对于任意分离的单点集 {x} 和闭集 A, 则 Ac 是

x 的邻域, 故按照条件可以缩小 Ac 为一个邻域 V 使得 V ⊆ Ac, 这样, V
和 (V )c 就成为分离 x 和 A 的两个邻域. �

命题 7.5 拓扑空间 X 是 T4 空间的充分必要条件是

∀ 闭集 A,∀ A 的邻域U,∃ A 的邻域V, s. t. V ⊆ U

即任何闭集的邻域可以缩小一点使得闭包还在原来的邻域之中.

证明 仿照 (7.4). �

推论 7.6 T3,T4 可以分别被加强为

T3 任何 x ∈ X, 闭集 A, 如果 x /∈ A, 则存在 x 的邻域 U 和 A 的邻域

V , 使得 U ∩ V = ∅.

T4 任何闭集 A,B, 如果 A ∩ B = ∅, 则存在 A 的邻域 U 和 B 的邻域

V , 使得 U ∩ V = ∅.

例 7.7 距离空间总是满足 T1, T2, T3, T4 公理. 具体来说,

• 距离空间单点集总是闭的, 因为 {x} = {y ∈ X : d(x, y) = 0}, 当中
利用了 (6.77) 以及常函数是连续的事实.
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• 任意两点 x ̸= y, 则 d := d(x, y) > 0, 于是 Bd/2(x) 和 Bd/2(y) 分离

x, y.

• 任意 x 以及闭集 A, 因为 x /∈ A, 则 d := d(x,A) > 0, 于是

Bd/2(x)
∪
a∈A

Bd/2(a)

分离 x,A.

• 任意闭集 A,B. 对每一点 a ∈ A, 都有 d = da = d(a,B) > 0 使得

Bd(x) 与 B 不交, 对 b ∈ B, 都有 d = db = d(b, A) > 0 使得 Bd(x)

与 A 不交, 作

U =
∪
a∈A

Bd/2(a) V =
∪
b∈B

Bd/2(b)

这两者是不交的, 否则存在 x ∈ U ∩ V , 即 d(x, a) < da/2, d(x, b) <

db/2, 对某个 a ∈ A, b ∈ B, 这样 d(a, b) < (da + db)/2, 产生矛盾.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 7.1 仿照 (7.4) 证明 (7.5).

习题 7.2 已知 Hausdorff 空间 X, 若 f : Y → X 连续, 求证: 图像
Γ = {(y, x) ∈ Y ×X : x = f(y)} 为闭集. (提示: 证明 Γc 是开集. )

习题 7.3 求证: 至少有两个元素的平凡拓扑, 不满足 T1,T2,T3,T4 公理.

习题 7.4 求证: 无限集合上的余有限拓扑 (6.8) 是 T1 空间, 但不是 T2
空间.

习题 7.5 求证: 离散拓扑满足 T1,T2,T3,T4 公理.

习题 7.6 求证: 有限集上只有离散拓扑满足 T1 公理.
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习题 7.7 (奇偶拓扑空间) 在 X = N 上, 赋予子集族

B = {{2n− 1, 2n} | n ∈ N}

生成的拓扑, 称为奇偶拓扑空间 . 求证:
(1) 开集和闭集完全相同;
(2)X 是 T3, T4 空间.
(3)X 不是 T1,T2 空间.

习题 7.8 (切盘拓扑空间) 在 X = R× [0,+∞) 上. 若 a = (a1, a2), 定义

Br(a) =

{x ∈ X||x− a| < r} a2 > 0, r < a2

{x ∈ X||(a1, r)− x| < r} ∪ {a} a2 = 0

参见图7.2.

图 7.2: 切盘拓扑空间

则集合族

B = {Br(a)|a = (a1, a2) ∈ X, a2 > 0 时, r < a2}

是拓扑基. 赋予 X 以 B 生成的拓扑, 称为切盘拓扑空间.
求证:
(1){0} × R 上任意子集都是即开又闭的.
(2)X 是 T1,T2,T3 空间. (提示: 参见图7.3.)
(3)X 不是 T4 空间. (提示: 证明 R × {0} 的每个子集 A, 可以找开

集分离 A 和 R \ A, 这些开集 ∩Q×Q>0 是两两不同的, 然后可以用集合
的基数导出矛盾. )

(4)X ×{0, 1} 不是 T1, T2, T4 空间, 但仍然是 T3 空间, 其中 {0, 1}
上定义的是平凡拓扑.
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图 7.3: 切盘拓扑空间

习题 7.9 (半盘拓扑空间) 在 X = R× [0,+∞)上, 记 X+ = R×(0,+∞).
若 a = (a1, a2), 定义

Br(a) =

{x ∈ X | |x− a| < r} ∩X+ a2 > 0, r < a2

({x ∈ X | |x− a| < r} ∩X+) ∪ {a} a2 = 0

参见图7.4.

图 7.4: 半盘拓扑空间

则集合族

B = {Br(a)|a = (a1, a2) ∈ X, a2 > 0 时, r < a2}

是拓扑基. 赋予 X 以 B 生成的拓扑, 称为半盘拓扑空间 . 求证:
(1){0} × R 上任意子集都是即开又闭的.
(2)X 是 T1,T2 空间.
(3)X 不是 T3 空间.

习题 7.10 在 X = R 上, 定义

R 的开集族 = {(x,+∞) : x ∈ R}

求证:
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(1)X 是 T4 空间. (提示: 不相交闭集只能有一个是 ∅.)
(2)X 不是 T1,T2,T3 空间.

习题 7.11 研究以下两个拓扑空间的分离性:
(1)X = {1, 2, 3},T = {∅, {1}, {2, 3}, X};
(2)X = {1, 2, 3, 4},T = {∅, {1, 2}, {3, 4}, X};

习题 7.12 根据 T1,T2,T3,T4 的关系, 可画出关系图7.5.

T1 T2 T3 T4

图 7.5: T1,T2,T3,T4 的关系

在每个部分填入上面习题中的例子.

7.2 分离公理的性质

下面我们来看分离性能否保持到子空间和乘积空间上.

命题 7.8 关于子空间,

(1) T1 空间的子空间还是 T1 空间.

(2) Hausdorff 空间的子空间还是 Hausdorff 空间.

(3) T3 空间的子空间还是 T3 空间.



144 第七章 分离公理和可数公理

(4) T4 空间的闭子空间还是 T4 空间.

证明 根据 (6.21)(1)(2) 是显然的, (3) 需要用 (7.4) 以及 (6.21) 对闭包的
刻画. (4) 类似 (3), 只需要 (6.21) 对闭子空间的刻画. �

命题 7.9 关于乘积空间,

(1) T1 空间的乘积空间还是 T1 空间.

(2) Hausdorff 空间的乘积空间还是 Hausdorff 的.

(3) T3 空间的乘积空间还是 T3 空间.

证明 (1)(2) 需要注意到两个点不同则至少有一个分量不同, 然后利用
(6.63). (3) 需要利用 (7.4) 对 T3 的刻画, 根据 (6.63), 对于一族 T3 空间
{Xi}, 任意取 (xi)i∈I ∈

∏
i∈I Xi, 取一个邻域基中的元素为

U =
∏
i∈I

Ui 只有有限的 Ui ̸= Xi

对这些有限的 Ui, 找 Vi 使得 x ∈ Vi ⊆ Vi ⊆ Ui, 并约定 Vi = Ui 当

Ui = Xi, 这样

V =
∏
i∈I

Vi V =
∏
i∈I

Vi ⊆
∏
i∈I

Ui = U

命题得证. �
如图7.6和图7.7所示.

评注 7.10 对一族拓扑空间 {Xi}i∈I , 其乘积空间 X =
∏

i∈I Xi. 有

• X 是 T1 空间 ⇐⇒ 每个 Xi 都是 T1 空间.

• X 是 T2 空间 ⇐⇒ 每个 Xi 都是 T2 空间.

• X 是 T3 空间 ⇐⇒ 每个 Xi 都是 T3 空间.

• X 是 T4 空间 ⇐⇒ 每个 Xi 都是 T4 空间.
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图 7.6: T2 的乘性

图 7.7: T3 的乘性

这是因为 Xi 同胚于 X 的闭子空间.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 7.13 (Sorgenfrey 平面) 在 R 上, 赋予集合族

B = {[a, b) | a < b}

生成的拓扑, 记为 Rℓ, 这被称为上限拓扑 . 求证:
(1) 开区间是开集;
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(2)Rℓ 是 T1,T2,T3,T4空间. (提示: 对任意 a ∈ A,选择 [a, xa)∩B =

∅, 然后全部并起来)
Sorgenfrey 平面指的是乘积空间 R2

ℓ .
(3) 求证: L = {(x,−x)|x ∈ R} 的每个子集都是闭的.
(4) 求证: Sorgenfrey 平面不满足 T4 公理. (提示: 仿照习题7.8处理)

习题 7.14 已知集合 X = {1, 2, 3, 4}, 定义

X 的开集族 = {∅, {4}, {2, 4}, {3, 4}, {2, 3, 4}, X}

如7.8所示.

图 7.8: T4 不具有遗传性

求证:
(1) 上述定义为良定义.
(2)X 满足 T4 公理; (提示: X 中没有不相交的闭集, 自然满足 T4 公

理)
(3) 子空间 {2, 3, 4} 不满足 T4 公理.

习题 7.15 举例说明分离性和商空间的分离性没有必然关系.
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7.3 可数公理

回忆 (6.54) 和 (6.49) 对邻域基和拓扑基的定义.

定义 7.11 (可数公理) 已知拓扑空间 X, 可数公理如下:

C1 X 中任何一点都有至多可数邻域基.

C2 X 中有至多可数拓扑基.

这两条分别被叫做第一可数公理 , 第二可数公理 .
满足 C1 公理的 X 被称为C1 空间 ; 满足 C2 公理的 X 被称为C2

空间或完全 (totally) 可分空间 .

� 补充 7.12 (可分) 已知拓扑空间 X, 若 X 有可数的稠密子集, 则称 X可

分 (separable) .

在一段历史时期内, “可分” 这一术语用来代表 “完全可分空间”, 请读
者区分.

命题 7.13 可数公理有如下关系:
(1)C2⇒C1. (2) 完全可分 ⇒ 可分.

证明 (1) 根据 (6.55) 为显然. (2) 只需在可数拓扑基的每一个成员任意
取一个元素, 那么任何开集都与之有交. �

例 7.14 R 是第二可数的.

读者可能会想, 若即可分又 C1, 可否将这些可数稠密子集的每一个点
上的可数邻域基并起来成为一个拓扑基? 习题6.7已经断言了这是不可能
的, 它们的并甚至都不能覆盖整个空间. 习题7.20将会给出 C1 与可分不
能得到 C2 的例子.

� 补充 7.15 度量空间都是第一可数的, 且可分 ⇐⇒ C2.
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具体来说, 第一可数是因为 {B1/n(x) : n = 1, 2, . . .} 就是一个 x 的一

个可数邻域基.
假如距离空间 X 有可数稠密子集 Q, 那么

F = {B1/n(q) : q ∈ Q,n ∈ Z>0}

就是一个拓扑基. 具体来说, 我们证明任意一点 x, Fx = {U ∈ F, x ∈ U}
构成 x 的邻域基, 然后根据 (6.55) 即得.
对于任意 x 的邻域 U , 不妨通过缩小假设 U = B1/n(x), 假设

q ∈ B1/2n(x) ∩Q, 这样

x ∈ B1/2n(q) ⊆ B1/n(x) ∵ d(y, q) < 1/2n
d(x,q)<1/2n⇒ d(x, y) < 1/n

故 B1/2n(q) ∈ Fx 满足条件.

下面说明一个可数公理和分离公理的一个联系.

定理 7.16 (Lindelöf 定理) C2,T3⇒T4.

证明 设满足条件假设的 X, 可数拓扑基 F. 对任何两个闭集 A,B, 首先,
根据 T3(7.6), 有

∀a ∈ A,∃ a 的邻域Ua, s. t. Ua ∩B = ∅

不妨通过缩小 Ua, 使得 Ua ∈ F, 从而 {Ua} 至多可数, 不妨重整下标为
{Ui}∞i=1. 同理, 有

∀b ∈ B, ∃ b 的邻域Vb, s. t. Vb ∩A = ∅

不妨通过缩小 Vb, 使得 Vb ∈ F, 从而 {Vb} 至多可数, 不妨重整下标为
{Vj}∞j=1. 作

U ′
n = Un \

n∪
i=1

Vi V ′
n = Vn \

n∪
i=1

Ui
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此时新的集族 {U ′
i}∞i=1 和 {V ′

j }∞j=1 是开集族, 则开集

U ′ =
∞∪
i=1

U ′
i V ′ =

∞∪
j=1

V ′
j

满足

A ⊆ U ′ B ⊆ V ′ U ′ ∩ V ′ = ∅

否则若有 x ∈ U ′
i ∩ V ′

j , i ≤ j, 则

x ∈ U ′
i ⇒ x ∈ Ui x ∈ V ′

j ⇒ x /∈ Ui

矛盾. �
参见图7.9.

图 7.9: Lindelöf 定理

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 7.16 求证: C1空间的任何一点 x, 都有邻域基 {Ui}∞i=1 满足 Ui+1 ⊆
Ui. (提示: 设原本的邻域基为 {Vi}, 则 Un =

∩n
i=1 Vi 满足. )

习题 7.17 C2 空间有一族不交的开集 U, 求证: U 是至多可数的.
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习题 7.18 若有 C2 空间 X, 求证: 任何 X 之中的开覆盖都有可数子覆

盖. 即, 若有开集族 {Ui}i∈I , 必有 I 的可数子集 J 使得∪
i∈I

Ui =
∪
j∈J

Uj

(提示: 与习题3.12完全类似. )

习题 7.19 求证: C2 空间 X 的任意拓扑基都可以缩小为一个可数拓扑

基. (提示: 假设可数拓扑基为 B, 则任意一个拓扑基 F. 则 B 的任何成员

都是 F 可数个成员的并. )

习题 7.20 考虑在 R 上赋予这样一个拓扑,

{ U ∪ V : U 是子空间 R \Q 的开集, V ⊆ Q }

即赋予无理数子空间拓扑, 有理数以离散拓扑的无交并空间.
(1) 求证: 这个拓扑是 C1 且可分的.
(2) 求证: 这个拓扑不是 C2 的.

习题 7.21 求证: 赋予离散拓扑的不可数集是 C1 空间, 不可分. (提示:
任何点 x, { {x} } 就是一个邻域基. 假如可分, 取补集. )

习题 7.22 求证: 赋予余有限拓扑 (6.8) 的不可数集不是 C1 空间, 但是
可分. (提示: 否则, 将有可数个有限集, 使得任何有限子集都包含于其中
某一个, 考虑它们的并的基数就与不可数矛盾. 可分是因为任何可数集都
必与一个余有限集合相交. )

习题 7.23 求证: 赋予余可数拓扑 (6.9) 的不可数集不是 C1 空间, 也不
可分.

习题 7.24 求证: 下限拓扑 (参见习题7.13)Rℓ 是可分的 C1 空间但不是
C2 空间. (提示: 不妨假设拓扑基是从 [a, b) 之中选取的, 可以断言 a 取遍

所有实数, 因为 [x, x+ 1) 中含 x 的开邻域必须为 [x, . . .). )
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习题 7.25 在 X = R 上定义

开集族 = {(−∞, a)| −∞ ≤ a ≤ +∞}

求证: X 是 C2 空间. 若赋予 R 以离散拓扑, 求证: R ×X 是 C1 空间,
但不可分.

习题 7.26 求证: 赋予一致度量的 RN 是 C1 空间而但不可分. (提示: 考
虑 {0, 1}N∗

每个点以 1/2 为半径的邻域)

习题 7.27 闭区间 [a, b] 上全体连续函数空间 C ([a, b]) 是可分的, 其拓扑
是 (6.78) 定义的一致拓扑. (提示: 即任何 R 上的连续函数都可以被可数
个给定的函数一致逼近. 例如可以取有理系数多项式. )

习题 7.28 根据 C1, C2, 可分和度量拓扑的关系, 可画出关系图7.10

C1

S

M

C2

M 表示度量空间
S 表示可分空间

图 7.10: C1, C2, 可分和度量拓扑的关系

在每个部分填入上面习题中的例子.

7.4 可数公理的性质

命题 7.17 关于关于子空间,
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(1) C1 空间的子空间还是 C1 空间.

(2) C2 空间的子空间还是 C2 空间.

(3) 可分空间的开子空间还是可分的.

证明 根据 (6.21), 容易. �

命题 7.18 关于关于乘积空间,

(1) C1 空间的至多可数乘积还是 C1 空间.

(2) C2 空间的至多可数乘积还是 C2 空间.

(3) 可分空间的有限乘积还是可分的.

证明 (1) 对于一列 C1 空间 {Xi}∞i=1, 每个空间每点 xi ∈ Xi 有邻域集

Uixi
, 则对于 (xi)

∞
i=1,{
∞∏
i=1

Ui : 有限的 Ui ∈ Uixi
, 其余 Ui = Xi

}

交给读者去验证这是可数集. (2) 类似. (3) 对于一列可分空间 {Xi}ni=1,
设每个空间有可数稠密子集 Qi ⊆ Xi, 那么

∏n
i=1Qi 是可数的稠密子集.

因为 (6.63). �

命题 7.19 任何非平凡拓扑空间的不可数积一定不是 C1 空间.

证明 设 X =
∏

i∈I Xi 满足命题假设. 由 Xi 非平凡性, 可选取

xi ∈ Xi, s. t. xi 的邻域数目至少有 2 个

取 x = (xi)i∈I , 若为 C1 空间, 假设有邻域基 U. 则可以将 U 中每一个成

员都缩小一些, 具体来说, 任何 Un ∈ U, 某个

U ′
n =

∏
i∈I

U (i)
n ⊆ Un 只有有限的 i, 满足 U (i)

n ̸= Xi
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设这些有限的 i 组成的集合为 In, 则可以断言∪
n∈N

In = I

否则, 取 m ∈ I \
∪

n∈N In, 邻域

V =
∏
i∈I

Xi, i ̸= m,

Vi, i = m.
Vm ⊂ Xm 是 Xm 的一个非 Xm 的邻域

不包含 U 中任何成员, 矛盾. 从而

|I| =

∣∣∣∣∣∪
n∈N

In

∣∣∣∣∣ ≤ N

与 I 不可数矛盾. �

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 7.29 利用习题7.8, 指出可分空间的子空间未必可分.

习题 7.30 根据本节 RN 是 C2 空间, 但习题7.26中却不是 C2 空间, 这是
否矛盾?



第八章 拓扑性质

本章介绍两个重要的拓扑性质.

8.1 紧致的概念

定义 8.1 (覆盖, 子覆盖) 已知拓扑空间 X, A ⊆ X. C ⊆ 2X , 若 A ⊆∪
U∈C U , 称 C 为 A 在 X 中的覆盖 (covering) .
特别地, 若 C 的成员都是开集, 则称 C 为开覆盖 . 若 |C| < ∞, 则称

C 为有限覆盖 . 以此类推, 闭覆盖 , 可数覆盖等概念被自然定义.
若 F ⊆ C 仍然是 A 的覆盖, 则称 F 为 C 的子覆盖 (subcovering) .

定义 8.2 (紧致) 已知拓扑空间 X, A ⊆ X, 若 A 在 X 中的每个开覆盖

都有有限子覆盖, 则称 A 是紧致的 (compact) . 准确地说, 对于一族开
集 C,

A ⊆
∪
U∈C

U ⇒ ∃U1, . . . , Um ∈ C, s. t. A ⊆ U1 ∪ . . . ∪ Um

例 8.3 在欧氏空间 Rn 中, A ⊆ Rn 是紧致的 ⇐⇒ A 是有界闭集1.

例 8.4 在任何拓扑空间中, 单点集合是紧致的. 有限个紧致的子空间的并
是紧致的.

1 在数学分析在我们证明了 R 中 [a, b] 是紧致的, 例如利用下面的 (8.6), 再如选择 sup{x ∈
(a, b) : (a, x)可被有限覆盖}. 再根据 (8.18) 得到 Rn 中的闭方块是紧致的, 再利用 (8.10) 得到任何
有界闭集都紧致. 反之若紧致, 根据 (8.11) 知是闭集, 若无界则半径逐渐增大的实心开球就没有有限子
覆盖.

154
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命题 8.5 已知拓扑空间 X, A ⊆ X. 则 A 是紧致的充分必要条件是 A 作

为 X 的子空间是紧致的.

证明 必要性: 设 {Ui ∩A}i∈I 是 A 在 A 中的开覆盖, 则 {Ui}i∈I 是 A 在

X 中的开覆盖, 则 {Uk}nk=1 是 A 在 X 中的有限子覆盖, 则 {Uk ∩ A}nk=1

是 A 在 A 中的有限子覆盖.
充分性: 设 {Ui}i∈I 是 A 在 X 中的开覆盖, 则 {Ui ∩ A}i∈I 是 A 在

A 中的开覆盖, 则 {Uk ∩ A}nk=1 是 A 在 A 中的有限子覆盖, 则 {Uk}nk=1

是 A 在 X 中的有限子覆盖. �
由此可知, 紧致的概念可以不论 “在某拓扑空间下”, 直接称子集紧致

即可.

命题 8.6 (推广的闭区间套定理) 对于拓扑空间 X, X 是紧致的充分必要
条件是若闭集族 F 满足有限交性质

∀F1, . . . , Fn, F1 ∩ . . . ∩ Fn ̸= ∅

则无限交非空
∩

F∈F F ̸= ∅.

证明 容易注意到, 可以通过取补集将闭集和开集联系起来. 若 X 是紧致

的, 且闭集族 F 满足有限交性质, 则∩
F∈F

F = ∅ ⇒
∪
F∈F

F c = X

后者说明 {F c : F ∈ F} 是 X 的开覆盖, 于是有有限子覆盖 {F c
i }ni=1, 这说

明
n∪

i=1

F c
i = X ⇒

n∩
i=1

Fi = ∅

违背于有限交性质. 反之, 任意 X 的开覆盖 C, 若无有限子覆盖, 即任何 C

任何有限子集都无法覆盖 X, 即

∀U1, . . . , Un ∈ C,
n∪

i=1

Ui ̸= X i. e.
n∩

i=1

U c
i ̸= ∅
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也就是说 {U c : U ∈ C} 是满足有限交的闭集族, 根据条件,∩
U∈C

U c ̸= ∅ ⇒
∪
U∈C

U ̸= X

产生矛盾. �
除此之外, 紧致集还表现出一些分离性.

命题 8.7 已知 Hausdorff 空间 X,

(1) A ⊆ X 紧致, x /∈ A, 则

∃ x 的邻域U, A 的邻域V, s. t. U ∩ V = ∅

(2) A,B ⊆ X 紧致, A ∩B = ∅, 则

∃ A 的邻域U, B 的邻域V, s. t. U ∩ V = ∅

参见图8.1.

证明 (1) 因为 Hausdorff, 故

∀a ∈ A,∃ x 的邻域Ua, a 的邻域Va, s. t. Va ∩ Ua = ∅

不妨缩小 Ua, Va 为开邻域. 这样 {Va : a ∈ A} 是 A 的开覆盖, 从而有子
覆盖 {Vai

}ni=1, 这样

U =
n∩

i=1

Uai
V =

n∪
i=1

Vai

分别是包含 x 和 A 的开集, 从而第一条得证.
(2) 类似的方法, 根据 (1),

∀a ∈ A,∃ B 的邻域Ua, a 的邻域Va, s. t. Va ∩ Ua = ∅

不妨缩小 Ua, Va 为开邻域. 这样 {Va : a ∈ A} 是 A 的开覆盖, 从而有子
覆盖 {Vai

}ni=1, 这样

U =
n∩

i=1

Uai
V =

n∪
i=1

Vai
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图 8.1: Hausdorff 和紧致子集

分别是包含 B 和 A 的开集, 从而第二条得证. �
最后, 注意到, 实数的六条 “等价刻画” 当中 2, 紧致性是当中唯一一

个只需要拓扑, 而不需要度量或者偏序 (传统的闭区间套还要限制区间长
度).

� 补充 8.8 (局部紧致性) 我们会发现紧致性太强了, 以至于 R 都不是紧
致的. 为此, 我们定义局部紧致性, 称拓扑空间 X 是局部 (locally) 紧
致的, 如果任何一点都有紧致的邻域.

� 补充 8.9 (列紧性) 我们可以将紧致性视为原本实数上列紧的推广. 在度
量空间 X 中, A ⊆ X, 若 A 中任何序列都有子列收敛到 A 中的某个元

素, 则称 A 是列紧的, 有时为了强调会说成自列紧 . 我们证明对于度量
空间列紧 ⇐⇒ 紧致.
先证明紧致 ⇒ 列紧, 对于任何序列 {xi}∞i=1, 若没有子列收敛, 这意

味着任何一点 x ∈ X, 都有 ϵx, 使得 {xi} 只有有限项落入 Bϵx(x). 那么
{Bϵx(x)} 形成开覆盖, 从而有有限的子覆盖, 与 xi 只有有限项矛盾.
再证明列紧 ⇒ 紧致, 对于任何开覆盖 U, 可以定义

δ : X −→ R x 7−→ sup
U∈U

d(x,U c)

2它们分别是确界原理, 单调有界原理, 闭区间套定理, 有限开覆盖定理, 有界序列必有收敛子列,
Cauchy 列必收敛.
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因为 d 是连续的, 不难验证 δ 也是连续的, 我们根据列紧性容易类似数
学分析的手法得到 δ 必取得最小值 ℓ. 因为 U c 是闭集, 从而容易验证最
小值 ℓ > 0. 这也就是说, 任何 0 < ϵ < ℓ, x ∈ X, 必然存在 U ∈ U, 使得
Bϵ(x) ⊆ U . 我们断言, 存在有限个 x 使得 Bϵ(x) 覆盖了 X, 否则, 可以
挑选一列 {xi}∞i=1, 使得两两之间距离 > ϵ, 这与列紧矛盾, 命题得证.
再回忆完备性的定义 (6.72). 若 A,B 是 X 的子集首先, 对于 δ > 0,

我们称 B 是 A 的 δ-网 (net) , 如果∪
b∈B

Bδ(b) = A i. e. ∀a ∈ A, ∃b ∈ B, s. t. d(a, b) < δ

Hausdorff 的著名定理断言, X 列紧 ⇐⇒ X 完备且 ∀δ > 0, A 都存在有
限的 δ-网.
首先, X 列紧得到 X 完备完全类似于数学分析, 利用6.73容易证明.

而若某个 δ 没有有限的 δ-网, 那么必然可以找可以挑选一列 {xi}∞i=1 ⊆ A,
使得两两之间距离 > δ, 这与列紧矛盾.
反之, 对于序列 {xi}∞i=1 ⊆ A, 我们采取著名的对角线法则

• 记 {xi}∞i=1 = {x1i}∞i=1.

• 对有限的 1
2
-网 N2, {xi}∞i=1 存在无限项距离某个 N2 的成员 y2 距离

< 1
2
, 将这些项选为子列 {x2i}∞i=1 ⊆ {xi}∞i=1.

• 对有限的 1
3
-网 N3, {x2i}∞i=1 存在无限项距离某个 N3 的成员 y3 距

离 < 1
3
, 将这些项选为子列 {x3i}∞i=1 ⊆ {xi}∞i=1.

• 以此类推可以得到

{x1i} ⊇ {x2i} ⊇ {x3i} ⊇ . . .

• 我们想要每一个子列再选择一个成为新的子列, 为了确保顺序, 我们
取对角线 {xii}. 这样

{x1i} ⊇ {x2i} ⊇ {x3i} ⊇ . . . ⊇ {xii}
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此时

∀k > 0, ∀m,n > k, d(xmk, xnk) ≤ d(xmk, yk) + d(xnk, yk) <
2

k

特别地, 根据 xii 的选取, d(xmm, xnn) <
2
k
, 从而 {xii} 是 Cauchy 列, 从

而收敛. 这样我们就找到了 {xi} 的收敛子列.
就实数而言, δ-网就是 δ 网格 δZ.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 8.1 对于拓扑空间 X, 给定拓扑基 B, 求证: X 是紧致的, 当且仅当
由 B 组成的开覆盖都有有限子覆盖.

习题 8.2 对于拓扑空间 X, 证明 X 是紧致的当且仅当每一点 x 都选定

x 的邻域 Ux 时, {Ux} 有有限子覆盖.

问题 8.3 回忆习题6.27, 证明 Z的拓扑不是紧致的. (提示: 考虑 {aZ+b :

a是素数, b = 0, 1, . . . , a− 1}. )

问题 8.4 对于度量空间 X, A 是列紧的 ⇐⇒ A 是自列紧的. (提示: 充
分性显然. 必要性, 无非是要处理落在 A 上的子列的情况, 事实上, 若有
{xn}∞n=1 ⊆ A,则存在 yn ∈ A使得 d(xn, yn) <

1
n

,这样就转化到 {yn} ⊆ A

上的. )

习题 8.5 对于 T3 空间 X, A ⊆ X 是紧致的, 求证: A 也是紧致的. (提
示: 根据 T3, 每个点的邻域都缩小一些成为一个闭邻域, 而任何 A 的开覆

盖都是 A 的开覆盖, 通过一开始缩小开集, 利用闭包和有限并可以交换可
以得到 A 的有限子覆盖. )

A 刁题 8.6 (Ascoli 引理) 回忆连续函数环 (6.78). 若度量空间 X 是完备

的, 对于 F ⊆ C (X), 求证: F 是列紧的, 当且仅当一致有界且等度连续,
具体来说,∃M>0,∀f∈F |f | < M 一致有界

∀ϵ>0,∃δ>0,∀f∈F,x,y∈X d(x, y) < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ϵ 等度连续
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(提示: 我们已经知道 C (X) 是完备的, 根据 (8.9), F 列紧等价于 ∀δ > 0,
存在有限的 δ-网. 必要性, 通过找 δ = 1-网, 足够说明一致有界性. 对
ϵ > 0, 可以找有限 ϵ/3-网 N , 而

|f(x)−f(y)| ≤ |f(x)−fi(x)|+|f(y)−fi(x)|+|fi(x)−fi(y)| <
2

3
ϵ+|fi(x)−fi(y)|

其中某个 fi ∈ N , 因为 fi 只有有限的选择, 可以充分地小, 得证. 反之, 根
据等度连续性, 对于 ϵ > 0, 找 δ 使得

∀f ∈ F, x, y ∈ X, (d(x, y) < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ϵ/3)

可以找 X 的有限 δ-网 N . 再定义求值映射

T : F −→ R|N | f 7−→ (f(n))n∈N

可以验证 ImT 是有界集, 因为 R|N | 的有界集是列紧的, 所以有 ϵ/3-网,
设这些有限网为 {Tf1, . . . , T fm}, 这样任何 f ∈ F

|f(x)− fj(x)| ≤ |f(x)− f(xi)|+ |fj(x)− fj(xi)|+ |f(xi)− fj(xi)| < ϵ

这样便得证. )

8.2 紧致的性质

显然, 紧致性不具有遗传性, 例如 R 上闭区间内的一个开区间.

命题 8.10 已知紧致空间 X, A ⊆ X, 若 A 是闭集, 则 A 是紧致的.

证明 考虑 A 在 X 中的覆盖 {Ui}i∈I , 则 {Ui}i∈I ∪ {Ac} 仍然是开覆盖,
随后用 X 的紧致性得证. �

命题 8.11 已知 Hausdorff 空间 X, A ⊆ X, 若 A 是紧致的, 则 A 是闭

集.

证明 根据 (8.7) 分离性, Ac 是开集. �
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推论 8.12 已知紧致的 Hausdorff空间 X, A ⊆ X,则 A是紧致的 ⇐⇒ A

是闭的.

推论 8.13 每一个紧致的 Hausdorff 空间都是 T4 空间.

命题 8.14 紧致空间在连续映射下的像也紧致.

推论 8.15 紧致空间的商空间也紧致.

推论 8.16 (最值定理) 已知紧致空间 X, 连续函数 f : X → R. 则 f(X)

有界, 并 f 能达到最大最小值.

证明 因为 R 的紧致集是有界闭集. �
最后是乘积空间. 无限乘积需要用到选择公理, 我们将其与有限情形

分开处理.

引理 8.17 (管引理) 已知拓扑空间 X,Y , A ⊆ X 紧致, y0 ∈ Y , 则

∀ A× {y0} 的邻域 W , ∃ A 的邻域 U , y0 邻域 V , s. t. U × V ⊆W

证明 对任何 x ∈ A, (x, y0) ∈ A× {y0}, 有邻域

(x, y0) ∈ Ux × Vx ⊆W Ux 是 x 邻域, Vx 是 y0 的邻域

则 {Ux}x∈A 构成 A 的开覆盖, 设有限子覆盖 {Uxi
}ni=1, 记

U =
n∪

i=1

Uxi
V =

n∩
i=1

Vxi

分别是含 A 和 y0 的开集, 且 U × V ⊆W . �
称为管引理是因为有如下的几何直观, 参见图8.2.

命题 8.18 紧致空间的有限积空间是紧致的.

证明 只需要证明两个的情况即可. 设 X × Y 满足命题假设. 设 X × Y

的开覆盖 U, 因为
∀y ∈ Y,X × {y} ∼= X
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图 8.2: 管引理

Ui 也覆盖 X × {y}, 故有有限子覆盖 Uy, 设

Wy =
∪

U∈Uy

U ⊇ X × {y}

按管引理,
∃ y 的邻域Vy, s. t. X × Vy ⊆Wy

而 {Vy}y∈Y 又是 Y 的开覆盖, 设有限子覆盖 {Vyi
}ni=1, 从而

U′ =
n∪

i=1

Uyi

使得 ∪
U∈U′

U =
n∪

i=1

∪
U∈Uyi

U =
n∪

i=1

Wi ⊇
n∪

i=1

X × Vyi
= X × Y

这就找到了 X × Y 的有限子覆盖. �
下面我们来论证任意乘积空间的紧致性.

引理 8.19 对于不紧致空间的空间 X, 则必有极大无有限子覆盖开覆盖
U.
即 U 没有有限子覆盖, 且任何 U /∈ U, {U} ∪ U 都有有限子覆盖.

证明 利用 Zorn 引理. 考虑

Σ = {U : U 是 X 的开覆盖, 而无有限子覆盖}
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容易验证 Σ ̸= ∅, 且任何一条链 {Ui}i∈I , 都有上界

U :=
∪
i∈I

Ui

因为, 若 U 具有有限子覆盖 U1, . . . , Un, 这些开集必然散落在有限个
Ui 之中, 挑选这些有限个 Ui 之中最大者 U0, 则 U1, . . . , Un ∈ U0, 此时
U1, . . . , Un 就是一个 U0 的有限子覆盖. 从而根据 Zorn 引理, Σ 存在极大
元, 设为 U, 也就说任何 U /∈ U, {U} ∪ U 都有有限子覆盖. �

引理 8.20 (Alexander 子基定理) 对于拓扑空间 X, 给定拓扑子基 B,
则 X 是紧致的, 当且仅当由 B 组成的开覆盖都有有限子覆盖.

证明 必要性是显然的.
充分性则需要用 (8.19), 若 X 不紧致, 则存在极大无有限子覆盖开覆

盖 U. 我们断言, B ∩ U 不能覆盖 X. 因为若覆盖了 X, 则根据假设, 有有
限子覆盖, 这也是 U 的子覆盖, 矛盾.
从而有 x ∈ X 不被 B∩ U 覆盖, 因为 U 是覆盖, B 是拓扑子基, 可以

设

x ∈ B1 ∩ . . . ∩Bn ⊆ U B1, . . . , Bn ∈ B, U ∈ U

而对于每个 Bi, Bi ∪ U 都有有限的子覆盖, 且这些子覆盖必然含 Bi, 假设
子覆盖为 {Bi} ⊔ Uj . 我们断言, U 的有限子集 {U} ∪

∪n
i=1 Uj 是子覆盖.

因为

x /∈ U ⇒ ∃x 不在某个 Bi 中 ⇒ x 被 Ui 覆盖

x ∈ U , 则已经被 U 覆盖. 我们就这样找到了 U 的有限子覆盖, 从而和 U

的选取矛盾. �

定理 8.21 (Tychonoff 定理) 对于一族紧致空间 {Xi}i∈I , 乘积拓扑空间

X :=
∏
i∈I

Xi

还是紧致的.
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证明 根据 Alexander 子基定理 (8.20), 只需要验证子基的情形. 也就是
说只要验证由

∏
i∈I

Xi i ̸= j

U i = j
j ∈ I, U 是 Xj 中开集

组成的开覆盖都有有限子覆盖. 对于这样的开覆盖 U, 将当中开集按上面
的 j 分类, 假设

U =
⊔
j∈I

Uj U′
j 是 Uj 各成员在 j 上的分量

注意到, 根据元素的形式

Uj 覆盖了整个 X ⇐⇒ U′
j 覆盖了整个 Xj

我们断言, 某个 j ∈ I 使得 Uj 覆盖了整个 X, 这样, 根据 Xj 的紧致性,
本定理即刻得证. 否则, 对每个 j ∈ I, 存在 xj ∈ Xj 不被 Uj 覆盖. 从而
(xj)j∈I 不被 U 覆盖, 产生矛盾. �

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 8.7 证明: 对于一列度量空间 {Xi}∞i=1, 求证 X =
∏∞

i=1Xi 在乘积

拓扑下是列紧的. 此时乘积拓扑下的收敛指的是, 对每个 i, 按分量逐点收
敛. (提示: 抽取对角线. )

习题 8.8 列紧空间在连续映射下的像也列紧的.

习题 8.9 回忆 (8.8), 求证: Haussdorff 的局部紧致空间 X 有紧致的邻域

基. (提示: 因为有紧致的邻域, 这个邻域成为 Hausdorff 紧致空间. )

习题 8.10 已知拓扑空间 X,Y , X 紧致, YHausdorff, 连续的双射 f :

X ↔ Y , 求证: f 是同胚. 并以此说明不存在 [0, 1] 到 [0, 1]× [0, 1] 的连续

双射. (提示: 可以证明 f 是闭映射. )
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问题 8.11 (Baire 纲定理) 令 X 是 Hausdorff 紧致空间, 若 {Fn}∞n=1 满

足 (Fn)
◦ = ∅, 则 (

∞∪
n=1

Fn

)◦

= ∅

(提示: 类似习题6.37, 不过最后用闭区间套论证. )

A 刁题 8.12 已知紧致 Hausdorff 空间 X, X 的任何单点集都不是开集.
求证: |X| ≥ c. (提示: 这需要类比 Cantor 集的构造. 首先, 因为
不是离散拓扑, 这让 X 是无穷集, 习题7.6. 任意选取两个不同的点
x0, x1, 则因为 T4, 可以选择 x0 ∈ U0, x1 ∈ U1, 其中 U0, U1 开, 使得
U0 ∩ U1 = ∅, 这样, 继续在 Ui 中动土, 选取 Ui 中不同的点 xi0, xi1, 再选
取 xi0 ∈ Ui0 ⊆ Ui, xi1 ∈ Ui1 ⊆ Ui, 其中 Ui0, Ui1 开, 使得 Ui0 ∩ Ui1 = ∅,
这样一直下去, 我们会得到

{(xI , UI) : I 是有限 {0, 1} 序列} xI ∈ UI

UI ∩ UJ = ∅ 除非 I 是 J 的截断, 或 J 是 I 的截断. 且对于任何无限
{0, 1} 序列 I, 假设其前 n 项截断为 In, 则 {UIn}∞n=1 满足有限交性质, 所
以根据紧致性 (8.6) 确保

∩
UIn 非空. 且两个无限 {0, 1} 序列 I, J , 若

I ̸= J ,
∩
UIn ∩

∩
UJn

= ∅. )

8.3 连通的概念

下面我们介绍连通性.

定义 8.22 (连通性) 已知拓扑空间 X, 非空子集 A,B, 若

X = A ⊔B(无交并) ⇒ A ∩B ̸= ∅ 或A ∩B ̸= ∅

则称 X 是连通的 (connected) .

以上定义无非是说任意将 X 拆成两部分后, 它们的边界 (参见习
题6.5) 还粘着.
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命题 8.23 已知拓扑空间 X, 下列命题等价:

(1) X 连通.

(2) X 不能分解成两个非空不交开集之并.

(3) X 不能分解成两个非空不交闭集之并.

(4) X 的既开又闭的子集仅有 ∅ 和 X 本身.

证明 容易知道 (2) ⇐⇒ (3) ⇐⇒ (4).
(1)⇒(3). 若 X 可以分解为两个非空不交闭集的并 X = A ⊔B, 则

A ∩B = A ∩B = ∅ A ∩B = A ∩B = ∅

从而不是连通的.
(2), (3), (4)⇒(1). 反之, 若不连通, 则存在分解 X = A ⊔ B, 其中

A,B 非空, 使得
A ∩B = ∅ A ∩B = ∅

这迫使 A = (B)c = (Bc)◦ = A◦, 故 A 为开集, B 为闭集, 同样可得 B 为

开集, A 为闭集. 这样 (2), (3), (4) 全部违背. �
直观地说, 在一个连通集内, 点一把火就能够让整个连通集都烧着, 因

为一点着火则必然蔓延到附近, 故着火点是开集. 若某点任意邻域内都有
着火点, 那么必然该点也被波及, 故着火点是闭集3. 如图8.3.
直接地看, 一旦有火, 这个着火点必然有一个邻域着火, 且这个邻域的

闭包也在这个集合中, 然后闭包中的每一点继续蔓延, 以 “星星之火, 可以
燎原” 之势填充完整个连通集.

例 8.24 在实数 R 上, A ⊆ R 是连通的 ⇐⇒ A 是区间4.
3这只是一个思想实验, 请读者在现实中远离火灾隐患.
4 因为所谓区间指的就是满足性质 a, b ∈ A ⇒ [a, b] ⊆ A 的集合. 若不是区间, 即有 “断裂

点”c ∈ A \ (a, b), 则 [(−∞, c) ∩ A] ⊔ [(c,+∞) ∩ A] 给出分解不是连通集. 反之, 根据下面的命题
(8.27), 只要证明 [a, b] 连通即可. 假如分成两个非空不相交闭集的并 U ⊔ V , 不妨假设 b ∈ V , 取 U

的上确界 u, 因为 U 是闭集故 u ∈ U , 从而 u < b, 但 U 是开集又逼迫 u 右边还有 U 中元素, 矛盾.
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图 8.3: 着火啦

例 8.25 对任何拓扑空间 X, 任何单点集都是连通的.

命题 8.26 已知拓扑空间 X, 一族连通的子空间 {Ui}i∈I , 若

∀i, j ∈ I, Ui ∩ Uj ̸= ∅

则
∪

i∈I Ui 连通.

证明 不失一般性地假设 X =
∪

i∈I Ui. 设 Y ⊆ X 即开又闭, 则 Y ∩ Ui

在 Ui 中既开又闭, 根据 Ui 的连通性

Y ∩ Ui = ∅ 或 Y ∩ Ui = Ui i. e. Ui ⊆ Y

且两者不会同时成立. 依此将 {Ui}i∈I 分成两族 {Ui}i∈I1 , {Uj}j∈I2 . 分别
从两族中分别取一个元素 Ui, Uj , 则

∅ = Uj ∩ (Y ∩ Ui) = (Uj ∩ Y ) ∩ Ui = Uj ∩ Ui ̸= ∅

矛盾. 从而 {Un}n∈I1 , {Um}m∈I2 中必有一集合为空集, 于是 Y = ∅ 或X.
命题得证. �
这个命题最简单的特例是两个连通集合若有交点, 则其并连通, 这是

容易想象的.

推论 8.27 已知拓扑空间 X, 一个连通子空间 A, 一族连通的子空间
{Ui}i∈I , 若

∀i ∈ I, Ui ∩A ̸= ∅



168 第八章 拓扑性质

则 A ∪
(∪

i∈I Ui

)
连通.

证明 根据 (8.26), 容易验证 {A ∪ Ui} 每一个成员都连通, 再根据 (8.26),∪
i∈I(A ∪ Ui) 连通. �

命题 8.28 已知拓扑空间 X, 若 A ⊆ Y ⊆ A, 则 A 连通 ⇒Y 连通. 特别
地, A 连通则 A 连通.

证明 若 Y 有既开又闭的非空子集 Z, 则 Z ∩ A 在 A 中既开又闭, 根据
A 的连通性,

Z ∩A = ∅ 或A ⊆ Z

因为 Z 是包含在 A之中的开集不可能出现 Z ∩A = ∅的情况, 故 A ⊆ Z.
根据 (6.21), 从而在 Y 中取闭包得

Y = A ∩ Y ⊆ Z ⊆ Y

故 Z = Y . �

定义 8.29 (连通分支) 已知拓扑空间 X, 连通集 A ⊆ X, 若对于任何连
通集 B 都有

A ⊆ B ⇐⇒ A = B

则称 A 是 X 的一个连通分支 (connected component) .

即 A 是 X 的极大连通子集. 且根据 (8.28), 连通分支总是闭集.

命题 8.30 已知拓扑空间 X, X 的每个连通子集都包含在唯一的一个连
通分支中.

证明 设连通子集 A, 作 F = {F ⊆ X | F连通, F ∩A ̸= ∅}, 取

Y = A ∪
∪
F∈F

F

由上面的命题 (8.26) 知 Y 是连通的. 容易验证其是极大的. �
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推论 8.31 一个拓扑空间 X 可以写成连通分支的并.

� 补充 8.32 (道路连通) 一个也很重要的概念是道路连通性. 对于拓扑
空间 X, 一条道路 (path)指的是 [0, 1] → X 的连续映射. 称道路
p : [0, 1] → X 连接了 x, y ∈ X, 是指 p(0) = x, p(1) = y. 若 X 中任意两

点都有道路相连, 则称 X 是道路连通的.
道路连通必然可以推出连通, 因为, 固定一点 x, 所有点 y 都与 x 存

在道路相连, 则道路的像满足 (8.26) 的条件.
容易得到, (8.26) 仍然适用, 因为任意两条道路如果首尾相接, 就

可以合成一条新的道路, 如图8.4. 具体来说, 若 p, q 是两条道路, 且
p(1) = q(0), 则

qp : [0, 1] −→ X t 7−→

p(2t) 0 ≤ t ≤ 1/2

q(2t− 1) 1/2 < t ≤ 1

是一条道路 (例如, 根据粘结引理, 习题6.17).

图 8.4: 道路连通

那么同样, 也存在道路连通分支. 这实际上可以直接利用等价关系

x ∼ y ⇐⇒ x, y 之间有道路相连

定义. 另外, 因为道路连通 ⇒ 连通, 故每个连通分支都是一些道路连通分
支的无交并.
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≫≫≫ 习题 ≪≪≪

问题 8.13 (拓扑学家的正弦曲线) 下面的例子说明连通未必是道路连通
的. 在 X = R× R 上, 考虑子集

A =

{
(x, y) : y = sin 1

x
, x > 0

}
求证:

(1)A 是道路连通的.
(2) 求 A.
(3) 求证: A 不是道路连通的.

A 刁题 8.14 已知拓扑空间 X, 一族连通的子空间 {Ui}i∈I , 在 I 上定义关

系

i ∼ j : ⇐⇒ Ui ∩ Uj ̸= ∅

若 ∼ 的传递闭包是全关系, 求证:
∪

i∈I Ui 连通. (提示: 固定 i 任何 j 都

有连通子集包含 Ui, Uj , 再对 j 求并. )

问题 8.15 对于欧氏空间 Rn 的开集, 连通 ⇐⇒ 道路连通. (提示: 连通
推道路连通是因为每一个点附近都有道路连通的邻域, 故 “可以不断向外
延伸”, 具体来说, 对任意一点 x, 作集合

A = {y ∈ X : x 和 y 道路连通}

从而这是一个非空开集. 若某点有道路连通邻域与 A 有交, 则这点也与 x

道路连通, 从而 A 还是闭集. 根据连通性, A 就是整个开集. )

习题 8.16 证明: R2 删去可数个点还是连通的. (提示: 任意两点都有 “折
线” 相连. )

8.4 连通的性质

命题 8.33 连通空间在连续映射下的像也连通.
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推论 8.34 连通空间的商空间也连通.

推论 8.35 (介值定理) 已知连通空间 X, 连续函数 f : X → R. 若
x, y ∈ X 使得 f(x) < f(y), 那么 f 取遍 f(x), f(y) 之间所有中间值. 即
任意 f(x) < a < f(y), 都存在 z ∈ X 使得 a = f(z).

证明 因为 R 的连通集是区间. �
关于乘积空间.

命题 8.36 连通空间的有限积也是连通的.

证明 只需要证明两个的情况即可. 设 X × Y 满足命题假设. 对于任意
y, X × {y} 同胚于 X, 故

{X × {y}|y ∈ Y } ∪ {{x} × Y }

是满足 (8.27) 的集合族, 命题得证. �
如图8.5所示.

图 8.5: 连通空间的有限积

命题 8.37 连通空间的无限积也是连通的.

证明 设 X =
∏

i∈I Xi 满足命题假设, 任意取 x = (xi)i∈I , 则

Fx =

∏
i∈I

Yi

∣∣∣∣∣∣Yi =

Xi 有限的 i

{xi}, 其余情况


是满足 (8.26) 的集合族. 可知 Ux =

∪
F∈Fx

F 是连通的. 容易验证
Ux = X, 命题得证. �
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≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 8.17 求证: 道路连通空间在连续映射下的像也道路连通.

习题 8.18 求证: 道路连通空间的任意乘积也是道路连通的. (提示: 把道
路合成, 连续性依赖于习题6.29. )

问题 8.19 (Darboux 定理) 对于 [a, b] → R 的可导函数5f , 证明: f ′ 也

具有介值性质, 如图8.6. (提示: 通过转化, 只需要证明 f ′(a) > 0 > f ′(b)

时, 存在导数值为 0 的点即可, 根据极限保号性, 在 a 右侧有高于 f(a) 的

点, 在 b 左侧有高于 f(b) 的点, 不妨假设 f(a) > f(b), 这样对 a 右侧的点

和 b 用连续函数的介值定理, 这样就会得到另一点取 f(a), 再利用 Rolle
中值定理, 如图8.6. )

图 8.6: Darboux 定理

问题 8.20 下面的问题是, 是否所有具有介值性的函数都是某个函数的导
数? 答案是否定的, 因为两个具有介值性的函数相加都可能不具有介值
性. 考虑习题6.23定义的函数 f , 定义

g(x) =

0 x = f(x)

f(x) x ̸= f(x)

求证: g(x) 依旧具有介值性, 但 g(x)− x 则不具有介值性.

5[a, b] 上的可导函数, 指的是在 (a, b) 可导, 在 a 有右导数, 在 b 有左导数.



注记

本部分的目的在于介绍拓扑最为基本的概念, 以便读者能够用更统一
的观点看待数学中的连续性. 另外的目的在于向读者展示公理化的语言.
同样, 限于篇幅, 我们只介绍了最为常用和基本的概念, 这些距离真正拓扑
学所研究的话题还有相当的距离. 有意深入了解点集拓扑学的读者可以参
考 [45] 或 [35]. 前者是最为经典和著名的本科拓扑学教材, 介绍了拓扑方
方面面的话题, 不过请读者小心, 在这本书中邻域指的是开邻域. 后者内
容非常丰富, 是权威的点集拓扑教材.
另外, 在拓扑的学习中, 过多的反例通常被认为是偏离主题的, 所以我

们将反例主要放置在习题. 尽管如此, 有这方面兴趣的读者可以参考 [52].
以下是分条目的评注.
在 §6.1, 我们利用开集和闭集定了拓扑, 并建立起了闭包和取内部与

开集闭集的关系. 而在习题6.2给出了如何用闭包公理来定义拓扑, 这是
由 Kuratowski 首先发现的. 以及习题6.3给出了如何用邻域公理来定义
拓扑. 在稍后习题6.25还介绍了如何用邻域基公理来定义拓扑. 这样, 与
其说拓扑是由开集定义的, 倒不如说拓扑是如下语言的协调一致

. . . 是开集 . . . 是闭集 . . . 是点 . . . 的邻域 . . . 的闭包 . . . 的内部

实际上可以各自用来定义拓扑空间. 更详细的内容参见 [8], 邻域公理 P65
§2.3, 闭包公理 P73 §2.4.
习题6.5和习题6.6分别给出了边界和导集的概念. 习题6.8提到了完全

集的概念, 即导集等于自身的集合. 这放在欧氏空间是说, 这个点可以用
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除自己以外的序列逼近. 这些概念在分析中有相当大的用途, 因为 “孤立
点” 和 “非孤立点” 的分析性质完全不同, 但我们这里就暂不多谈了.
强烈推荐读者了解网和滤子的语言, 这将推广我们序列收敛的概

念从而进一步完备拓扑的语言, 参见习题13.5以及习题13.6, 参见 [35]
Chapter2 或 [2]. 很多书都谈论了网和滤子之中的一个, 例如 [21]P125
§4.3 谈论了网, [18] §1.6, 1.7 谈论了滤子.
习题6.10提到了 Dirichlet 的著名定理, 这是鸽笼原理的应用, 也是数

论中Diophantus 逼近最为初等的考虑. 实际上, 这个估计可以做得更加
精确, Hurwitz 定理指出, 对无理数 x, 求证存在无穷个分数 p/q ∈ Q 使
得 ∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ < 1√
5q2

且这里的
√
5 和指数 2 都不能再改进了, 参见 [12] P241 §10.4 以及 [55]

P46 Problem1. 实际上还可以证明任何无理数 γ, nγ 的小数部分不仅在
[0, 1] 上稠密, 其甚至是一致分布 (equidistributed)的, 最为简洁的方法
是 Fourier 分析, 参见 [54] P106 §4.2 或 [38] P11 §3.
习题6.17介绍了粘结引理 , 表明闭集上的连续性也可以一定程度上反

映整体的连续性, 这可以用来证明两条道路的拼接还是道路, 参见 (8.32).
习题6.23介绍了一个连续性非常差的函数, 这是作者从 [19] P5 Exam-

ple 1.3 上看到的. 实际上, 在任何一个区间上取遍实数的函数有很多, 参
见 [46].
习题6.19介绍的集合被用于证明日出 (sunrise) 引理 , 然后继续推倒

关于可微性的定理. 这是由 Riesz 证明的, 因此也被称为Riesz 引理 , 参
见 [56] P87 §3.3 或 [55] P121 Lemma 3.5.
习题6.24介绍了调和 (harmonic) 函数和拟调和函数 , 这是椭圆型

偏微分方程的一个重要研究对象. 复变函数也有这方面的考虑, 例如
[23]P64 §2.5 或 [53]P92, P102.
在 (6.48), 我们介绍了弱拓扑 . 这有助于读者理解泛函分析中的弱拓

扑, 参见 [50] P60 §3.8.
习题6.29介绍了乘积空间的泛性质 , 这是范畴论中常用的类推, 即将
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同样的构造加在不同的范畴中, 直接看就是更换名词 “集合”→“拓扑空
间”, “映射”→“连续映射”, “Cartesius 积”→“乘积空间”, 也就是说, 乘积
空间是 “拓扑空间的 Cartesius 积”.
习题6.27介绍了Furstenberg通过点集拓扑证明素数无穷的精彩文

章, 参见 [22].
在 (6.67) 我们介绍了 Q 上的 p 进度量 . 实际上 p 进度量还是对应一

个绝对值, 著名的Ostrowski 定理表明 Q 上的绝对值除了从 R 继承而
来的绝对值, 就只有 p 进绝对值了.
我们在 (6.72) 定义了完备性 , 在习题6.33给出了完备化的过程. 完

备化有很多例子, 例如对 Q 施加以完备化就成为了 R, 这是构造实数的一
种方法, 当然, 在没有实数前, Cauchy 列可以定义为

∀k ∈ Z>0, ∃N ∈ Z>0, ∀n,m > N, d(xn, xm) <
1

k

除此之外, 如果对 Q 赋以 p 进赋值, 完备化后就会得到 p 进数域Qp, 这是
代数数论的经典研究对象, 参见 [44]Chapter7, 或 [13] 第十章.

赋范线性空间 (6.69) 和内积空间 (6.70) 是非常典型的距离空间的例
子. 其中完备的赋范线性空间被称为Banach 空间 , 完备的内积空间被称
为Hilbert 空间 , 这两个空间乃是泛函分析的重点研究对象, 参见 [20].
在 (6.78) 提到的连续函数环 . 注意到此时 C (X) 是一个线性空间,

以连续函数环为工具将拓扑问题代数化, 参见 (10.10). 这是分析, 代数, 几
何的重要研究对象.
习题6.35介绍了压缩映照原理 , 这是最为基本的不动点的定理之一.

相关应用可以参见 [6] 第二卷 P186 定理 5 或 [1] 第一章 §1.
习题6.36提到的Weierstrass 判别法采用的证明途径颇有实变函数

的风味, 参见 [21] P152. 可以解决大部分判断完备性的问题, 例如 [55]
P70.
习题6.37介绍了完备度量空间版本Baire 纲 (category) 定理 , 习

题8.11则是紧致的 Hausdorff 空间的版本. 参见 [50] P42 §2.2. 更多在泛
函分析中的推论可以参考 [1]§2.3. 习题6.38, 习题6.39以及习题6.40都是其
的简单运用. 更多地, 如何从这个角度研究实数, 参见 [47].
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习题6.38的连续性要求是不能去掉的, 因为可以任意选取 x1 ∈ R, 令

f(x1) = 1 f(2x1) = 0 f(3x1) = 0 . . .

再取尚未定义的 x2 ∈ R, 使之满足 x2 > x1, 定义

f(x2) = 1 f(2x2) = 0 f(3x2) = 0 . . .

以此类推, 一切完成之后补充其余所有点为 0. 我们得到一个递增序列
xn → ∞, 但 f(xn) = 1.
习题6.38不能把条件 lim

n→∞
f(nx) = 0 改成 lim

n→∞
f(n+ x) = 0. 这个例

子不难举, 取 an = 1− 1
n

, 在区间 [n, n+ 1] 上定义 f 为在 [n, n+ an−1] ∪
[n + an+1, n + 1] 上为 0, n + an 处为 1, 中间相连以任意连续函数, 这样,
对固定的 x, n 充分大时, nx 恒为 0, 但极限不为 0.

正规 /正则空间的定义 (7.1) 各方材料不尽相同, 因为一个空间如
果没有 Hausdorff 性, 这个空间性质差到难以研究, 所以通常都会假定
Hausdorff 性. 但我们是为了完善体系起见, 故不假定正规/正则空间满足
T1.
习题7.7, 习题7.8, 习题7.9, 习题7.10是关于分离性一些反例, 是完成

习题7.12表格的关键部分. 相较之下, 为了完成习题7.28的表格则容易一
些. 完整表格可以在 [52]P15 以及 P23 找到, 或 [2], [7]. 其中习题7.8被称
作Moore 平面 . 习题7.13介绍的Sorgenfrey 平面则是更加出名一些的
反例.
习题7.14提供的反例是作者想到的, 所以未见诸于其他文献. 不过如

果要找一个 T4 同时满足 T1 的反例则比较复杂, 参见 [45]§32.
习题7.18介绍了Lindelöf 覆盖定理 , 这是对习题3.12的推广. 实际上,

我们还可以称一个空间 X 是Lindelöf的, 如果 X 中任何开覆盖族都有

可数子覆盖.
关于无限积的可数性 (7.19) 的证明是作者自己想到的, 但是这个证明

应当早被发现过. 其证明思路和证明维数不变性是相同的, 参见习题5.18.
在 (8.9) 我们介绍了列紧性 , 虽然序列收敛的概念可以在任何拓扑空

间上定义, 但是这在距离空间上讨论才有意义, 不过实际上紧致 ⇒ 列紧
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对所有 C1 空间均成立, 利用习题7.16. 固然关于用序列描述拓扑能有很
多结论, 但大部分情况都非常不完备. 而对于度量空间, 因为有了 (6.71),
于是讨论序列才是合理的. 想要推广序列收敛的概念, 就会涉及网和滤
子的概念, 用这种语言才是完备的, 参见习题13.5以及习题13.6.

(8.9) 证明中的 ℓ 被称为Lebesgue 数 .
(8.9) 介绍了 Hausdorff 的著名定理. 如果对任何 δ > 0, 都有 δ-网, 满

足这样的性质的 A 被称为完全有界 , 显然完全有界集是有界的. 另外, 此
网非彼网, 网和滤子中的网指的不是这个网.
习题8.6介绍的Ascoli 引理在分析中十分重要, 也可以不利用完备空

间对列紧性的刻画 (8.9) 来证明, 而是现场抽取对角线. 除此之外, Ascoli
引理也可以继续推广, 参见 [45]§47.

Alexander 子基定理 (8.20) 显然是一个十分漂亮的定理, 这和习
题8.1很像, 但是难度上却完全不同.

Tychonoff 定理 (8.21) 还可以用别的方法证明. 例如如果读者知道
滤子的理论, 将会利用超滤子给出相当简洁和直接的证明. Tychonoff 定
理可以视为习题8.7的推广, 只不过选取的 “子列” 的过程需要使用选择公
理. 除此之外, 我们之前提到过, Tychonoff 定理和选择公理是等价的, 参
见第一部分的评注.
习题8.12的结果摘自 [31]P31(4.26).
习题8.10说明 Hausdorff 紧致集开集再多就不紧致了, 因为开集多一

些不影响 Hausdorff 性, 开集再少就不 Hausdorff 了, 因为开集少一些不
影响紧致性, 这表明了 Hausdorff 紧致空间的刚性. 同时, 这还否定了双射
的Peano 曲线的存在.

最值定理 (8.16) 和介值定理 (8.35) 分别是连续函数在闭区间上性质
的推广, 所以本质上, 最值性和介值性是紧致性和连通性的反映, 这也是为
什么这两个拓扑性质是最为重要的拓扑性质.
习题8.15说明了欧氏空间中的开集道路连通和连通是等价的, 其证明

方法是典范的, 即做一个 “即开又闭” 的集合. 实际上, 习题6.24介绍了调
和函数的最大值原理就已经用到了连通性, 可以将取到极值的点收集起
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来, 证明既开又闭. 在传统的分析学中, 利用开集的连通性更多地采用道
路连通的方法, 可以将任意两点通过相连, 再通过道路上每一点的邻域形
成道路的开覆盖, 利用紧致性得到有限个开集, 例如调和函数这里就可以
顺着开集归纳得到道路的末端也取到极值. 所以读者会在很多分析材料中
看到类似图8.7的插图. 实际上这两种方法是等价的.

图 8.7: 传统分析如何利用连通性

习题8.19介绍了Darboux 中值定理 , 这表明具有介值性的函数很多,
可以不连续. 习题8.20则表明具有介值性的函数非常差, 最初对这个问题
的回答是Conway 13 函数 , 实际上, 在任何一个区间上取遍实数的函数
有很多, 参见 [46]. 介值性被称为Darboux 性 , [19]Chapter 1 有很多探
讨, 例如任何函数都是 Darboux 函数列的逐点收敛极限, 任何函数都是两
个 Darboux 函数之和.
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代数结构
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导言

代数学是对运算的研究. 狭义来说, 代数就是加减乘除.
从代数学的发展史来看, 代数最初研究的对象是方程, 之后逐渐转移

到代数结构的研究上. 并且, 在很长的一段历史时期内, 代数都和数论没
有完全分离, 所以有很多问题来自数论. 另外, 群还可以反映对称性, 这对
于几何学有着非常深刻的作用.
代数的分支十分广阔, 对别的分支的作用也很大, 基本的群环域的语

言早就已经被数学各个分支作为基本语言运用. 因此, 代数的缺失将使读
者无法接近数学任何深入的分支.
本部分的目的同样也不在于提供代数完备体系的介绍, 因为代数学太

过博大, 不论如何选材, 限于篇幅, 也都只能粗略介绍. 我们只介绍最为基
本的概念, 令读者了解代数的语言.
本部分共三章, 分别是群环域. 第九章是群的介绍, 像之前我们介绍

的一样, 介绍子结构, 商结构, 同态, 乘积结构; 除此之外是对特殊群对称
群的考虑; 最后一节还会简单介绍一下群作用. 第十章是环的介绍, 同样
是介绍子结构, 商结构, 同态, 乘积结构; 除此之外是对特殊环多项式环的
考虑; 最后一节会简单介绍一下模. 第十一章是域的介绍, 这章只有一节,
我们对域只做最初步的介绍.
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第九章 群的基本概念

本章是对群的讨论. 主要讨论群的基本构造, 最后会简单介绍一些对
称群以及群作用.

9.1 群的定义和例子

回忆封闭的二元运算的定义 (2.29).

定义 9.1 (群) 已知非空集合 G 和 G 上封闭的二元运算 · 组成的对
(G, ·), 满足

Grp1 ∀a, b, c ∈ G, (a · b) · c = a · (b · c). (结合律)

Grp2 ∃e ∈ G,∀a ∈ G, a · e = e · a = a; (存在单位元)

Grp3 ∀a ∈ G,∃a−1, s. t. a−1 · a = a · a−1 = e. (存在逆元)

则称 (G, ·)为群 (group) . 其中 e被称为 G的单位元 (unit, identity) ,
a−1 被称为 a 的逆元 (inverse) . 更方便地, 我们会将 x · y 简单记为 xy,
并且记 e = 1. 称 |G| 为群 G 的阶 .

定义 9.2 (半群, 幺半群) 更弱地, 若 (G, ·) 只满足 (Grp1), 则称 (G, ·)
为半群 (semigroup) , 若 (G, ·) 只满足 (Grp1) 和 (Grp2), 则称 (G, ·)
为幺半群或么半群 (monoid) .

定义 9.3 (Abel 群) 更强地, 若群 (G, ·) 还满足
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Ab ∀a, b ∈ G, a · b = b · a. (交换律)

则称 (G,·) 为Abel 群 (abelian group)或交换 (commutative) 群 .
此时可以将运算写成加法, 方便起见, 写成加法时称为加法群 , 此时

改记单位元为 0 称为 G 的零元 , 改记 x 的逆元为 −x 称为 G 的负元 .
与之对应的, 如果为了强调写成乘法会称为乘法群 .

为了方便书写, 下面默认 ab = a · b; 在不引起混淆的情况下直接称 G

为群, 半群, 幺半群, 群或 Abel 群, 并默认为为乘法 ·, 单位元为 1.

另外, 为了研究方便, 记 an =



e , n = 0,

aa . . . a︸ ︷︷ ︸
n

, n > 0,

a−1a−1 . . . a−1︸ ︷︷ ︸
|n|

, n < 0.

若在加法

群中, 则记为 na.

命题 9.4 群中的单位元和每个元的逆元都是唯一的.

证明 设群 G, 若有两个单位元, 设之为 e, 1, 则按照定义有 e = e1 = 1,
从而单位元是唯一的. 若对于 x ∈ G 有两个逆元 y, z, 则 z = (yx)z =

y(xz) = y, 也是唯一的. �

命题 9.5 关于群中的逆元有如下性质:

(1) 1−1 = 1.

(2) (a−1)−1 = a.

(3) (ab)−1 = b−1a−1.

证明 完全类似于 (2.19). �
下面是一些群的例子.

例 9.6 (平凡群) 如果一个集合只有一个元素 {1}, 且规定 1 · 1 = 1, 此时
显然构成一个群, 这样的群被称为平凡群 , 很多时候被直接记为 1.
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例 9.7 有如下关于数的例子若干,

1. (Z,+) 是加法 Abel 群, 零元是 0, a 的负元为 −a.

2. 同样, (Q,+), (R,+), (C,+) 都是加法 Abel 群, 零元都是 0, a 的负
元都为 −a.

3. Q∗ = Q\{0} 对普通乘法作成 Abel 群, 单位元为 1, a 的逆元为 1/a.

4. 同样, R∗ = R\{0}, C∗ = C\{0}, 正有理数 (Q>0, ·), 正实数 (R>0, ·)
都对普通乘法作成 Abel 群, 单位元都为 1, a 的逆元都为 1/a.

例 9.8 (剩余类) 对固定的正整数 m, 在 Z 上可以定义等价关系

x ≡ y ⇐⇒ m|x− y

这样确定了一个商集 Z/ ≡, 这被称为模 m 的剩余类 . 记 x 所在的等价

类为 x, 容易验证,

x · y := xy x+ y := x+ y

是良定义的运算. 此时

1. 模 m 的剩余类

Zm = {0, 1, . . . ,m− 1}

对剩余类的加法作成加法 Abel 群, 零元为 0, a 的负元为 −a. 另外,
当 n = p 是素数时, 记 Fp = Zp.

2. 模 m 的剩余类中所有的可逆元组成的集合

Z×
m = {n : (n,m) = 1}

对剩余类的乘法作成 φ(n) 阶 Abel 群, 其中 φ 是 Euler 函数,
单位元为 1, a 的逆元为模 m 意义下的倒数. 具体而言, 由于
(a,m) = (a ±m,n), 故 a ∈ Z×

m 意味着 (a,m) = 1, 根据 Bézout 定
理, 有 xa+ ym = 1, 故在模 m 的意义下, x a = 1, 此时 x 便是 a 的

逆元. 这被称为模 m 的缩剩余类 .
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例 9.9 有关于矩阵的例子若干

1. R 上全体 m× n 矩阵 Mm×n(R) 对矩阵加法作成加法 Abel 群, 零元
为 O, A 的负元为 −A.

2. R 上全体 n 阶可逆方阵对矩阵乘法作成群, 称为 R 上的一般线性
群 , 记为 GLn(R), 单位元为单位阵 I, 可逆矩阵 A 的逆元为逆矩阵

A−1, 下同;

3. R 上全体 n 阶行列式为 1 的方阵对矩阵乘法作成群, 称为 R 上的特
殊线性群 , 记为 SLn(R);

4. R 上全体 n 阶正交方阵对矩阵乘法作成群, 称为 R 上的正交群 , 记
为 On(R);

5. R 上全体 n 阶行列式为 1 的正交方阵对矩阵乘法作成群, 称为 R 上
的特殊正交群 ,

6. C 上全体 n 阶酉方阵 (即满足 UnU
H
n = I 的矩阵, 其中 ∗H 指的是

共轭转置) 对矩阵乘法作成群, 称为酉群 , 记为 Un.

7. C 上全体 n 阶行列式为 1 的酉方阵对矩阵乘法作成群, 称为特殊酉
群 , 记为 SUn.

例 9.10 关于线性空间, 线性变换的例子若干

1. 将线性空间的数乘运算遗忘, 只考虑向量的加法, 则线性空间成为
Abel 群, 零元为 0, a 的负元为 −a;

2. 一个线性空间 V , 全体 V → V 的可逆线性变换关于映射的复合构

成一个群, 单位元为单位变换, 变换之逆即映射之逆.

例 9.11 对于集合 X, 所有 X 到 X 自身的全体双射对复合构成一个群,
记为 SX , 称为 X 的对称群 . 其中单位元为 idX , 双射 f 对应的逆元为

逆映射 f−1. 特别地, 当 X = {1, . . . , n} 时, 记 SX 为 Sn. 这是一类非
常重要的群, 我们留至9.6节具体研究.
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例 9.12 对于一些小阶群 (即基数比较小的群), 我们可以通过列表的方式
决定一个群的运算.

1 a

1 1 a

a a 1

1 a b

1 1 a b

a a b 1

b b 1 a

1 a b c

1 1 a b c

a a 1 c b

b b c 1 a

c c b a 1

1 a b c

1 1 a b c

a a b c 1

b b c 1 a

c c 1 a b

1 a b c d

1 1 a b c d

a a b c d 1

b b c d 1 a

c c d 1 a b

d d 1 a b c

其中第三个群被称为Klein 四元群 .

� 补充 9.13 (阶) 已知群 G, 对于 x ∈ G, 记

ordx = inf{n ∈ Z>0 : x
n = 1}

为 x 的阶 , 显然, 元素的阶在 Z>0 ⊔ {∞} 中取值, 从而下确界总能取到.
且 ordx = a <∞ 自然蕴含 xa = 1. 关于阶有如下结论

(1) ord e = 1 ⇐⇒ e = 1.

(2) 设 ord a = n, 则 am = 1 ⇐⇒ n|m. 其中 “|” 指的是整除.

充分性显然, 对于必要性, 若任意 m 使得 am = 1, 此时, 运用整数
上的带余除法,

m = qn+ r q, r ∈ Z, 0 ≤ r < n

若 r > 0, 则 1 = am = aqn+r = ar, 从而 0 < r ∈ {m ∈ Z : am = 1},
这与阶的定义相矛盾, 故只有 r = 0, 按上式有 n|m.
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(3) 设 ord a = n, 则 ord ak = n
(k,n)

. 其中 (k, n) 是 k, n 的最大公约数.

首先, (ak)
n

(k,n) = (an)
k

(k,n) = 1, 这是因为 k
(k,n)

是整数. 另一方面,
设 (ak)m = 1, 则

n|km ⇒ n

(n, k)

∣∣∣∣ k

(n, k)
m ⇒ n

(n, k)

∣∣∣∣m
这是由于 n

(n,k)
与 k

(n,k)
互素.

(4) 设 ord a = st, 则 ord as = t.

这是 (3) 的自然推论.

� 补充 9.14 (共轭) 已知群 G, x ∈ G, y ∈ G 被称为共轭 (conjugate)的,
当存在 c ∈ G 使得 x = cyc−1. 容易验证, 共轭关系是等价关系, 依此划分
的每一个等价类称为共轭类 (class) . 显然, 当一个群是 Abel 群时, 元素
只与自身共轭. 除此之外, 容易直接验证

(1) (cxc−1)(cyc−1) = cxyc−1;

(2) ordx = ord cxc−1.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 9.1 求证: 群中有消去律, 即

ab = ac⇒ b = c ba = ca⇒ b = c

问题 9.2 (群的判定定理) 已知非空集合 G 和 G 上封闭的二元运算 · 组
成的对 (G, ·), 满足

(1)∀a, b, c ∈ G, (a · b) · c = a · (b · c). (结合律)
(2)∃e ∈ G, ∀a ∈ G, e · a = a. (存在左单位元)
(3)∀a ∈ G, ∃a−1, s. t. a−1 · a = e. (存在左逆元)
求证:
(1)(G, ·) 为群. (提示: 先证明存在逆元, 再证明存在单位元)
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(2) 改条件 (2) 为存在右单位元: ∃e ∈ G, ∀a ∈ G, ae = a, (G, ·) 是否

仍然为群? (提示:
0 1

0 0 0

1 1 1

)

问题 9.3 (群的判定定理) 已知非空集合 G 和 G 上封闭的二元运算 · 组
成的对 (G, ·), 满足关于 X 的方程

a ·X = b X · c = d

在 G 中对任意 a, b, c, d ∈ G 都有解. 求证: (G, ·) 为群. (提示: 先证明存
在左单位元. 先任意固定 c ∈ G. 取 Xc = c 的解记为 e, 对于任何 g ∈ G,
取 cX = g 的解 h, 则 eg = ech = ch = g. 对于任何 x ∈ G, 取 b = e, 得
存在左逆元.)

习题 9.4 已知群 G, 若 ∀x ∈ G, x2 = 1, 求证: G 是 Abel 群. (提示:
xyxy = 1 = xxyy. )

习题 9.5 已知群 G, x ∈ G, n 与 ordx 互质, 求证: ordxn = ordx.

9.2 子群与商群

下面来研究如何赋予子结构和商结构以群的结构.

定义 9.15 (子群) 若群 G 的一个非空子集 H 对 G 的运算也成为一个群,
那么称 H 为 G 的子群 (subgroup), 记为 H ≤ G.

其中最简单的例子是 G 本身和只有单位元 {e} 两个群, 这两个子群
被称为平凡 (trivial) 子群, 其余子群被称为非平凡 (nontrivial) 子群.

例 9.16 关于子群有如下容易的例子

1. Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ C 每一个包含符号实际上都是作为加法群的子群的关
系.



188 第九章 群的基本概念

2. Q∗ ⊆ R∗ ⊆ C∗ 每一个包含符号实际上都是作为乘法群的子群的关

系.

3. SOn(R) ⊆

{
On(R)
SLn(R)

}
⊆ GLn(R) 每一个包含符号实际上都是子

群的关系.

4. {1, a}, {1, b}, {1, c} 是 Klein 四元群 {1, a, b, c} 的所有非平凡子群.
(参见 (9.12))

5. Z 作为加法群的所有子群都形如 nZ = {nk : k ∈ Z}(利用带余除法).

命题 9.17 已知群 G, H 是 G 的子群, 则 H 的单位元即 G 的单位元, 且
对 a ∈ H, a 在 H 中的逆元即 a 在 G 中的逆元.

证明 假设 H 的单位元为 e, 则 ee = e, 于是 e = 1. 关于逆元的论断则是
直接推论. �

命题 9.18 已知群 G, 非空子集 H ⊆ G, H 是 G 的子群的充分必要条件

是

∀a, b ∈ H, ab−1 ∈ H

证明 必要性显然, 充分性 1 = aa−1 ∈ H, a−1 = 1a−1 ∈ H, ab =

a(b−1)−1 ∈ H. �

命题 9.19 已知群 G, 若 {Hi}i∈I 一族 G 的子群, 则
∩

i∈I Hi 仍然是 G

的子群.

下面我们定义子集的乘法, 这在代数中是通用, 自然的记号. 已知群
G, 元素 a ∈ G, 子集 H,K ⊆ G, 定义记号如下:

aH = {ah|h ∈ H} HK = {hk|h ∈ H, k ∈ K}
Ha = {ha|h ∈ H} H−1 = {h−1|h ∈ H}

若在加法群中则记为 a +H,H +K,H + a,−H. 称 aH 为 H 的左陪集

(coset) , Ha 为 H 的右陪集 .
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� 补充 9.20 (陪集分解) 对于群 G, 子群 H, 我们可以在 G 上定义等价关

系

x ∼ y ⇐⇒ x−1y ∈ H

此时 x 所在的等价类

[x] = {y ∈ G : x−1y ∈ H} = {y ∈ G : y ∈ xH} = xH

根据 (5.2), 这就意味着

• x−1y ∈ H ⇐⇒ x ∈ yH ⇐⇒ xH = yH;

• x−1y /∈ H ⇐⇒ x /∈ yH ⇐⇒ xH ∩ yH = ∅;

• G =
⊔

[x] xH. (左陪集分解)

最后一条被称为左陪集分解 , 通过作双射

φ : H −→ xH h 7−→ xh

可以得到 |H| = |xH|, 于是所有 H 的左陪集基数都相同.
同理, 我们也可以得到

• xy−1 ∈ H ⇐⇒ x ∈ Hy ⇐⇒ Hx = Hy;

• xy−1 /∈ H ⇐⇒ x /∈ Hy ⇐⇒ Hx ∩Hy = ∅;

• G =
⊔

[x]Hx (右陪集分解)

最后一条被称为右陪集分解 , 同样可以证明 |H| = |Hx|, 所有 H 的右陪

集基数都相同. 通过作

θ : {xH : x ∈ G} −→ {Hx : x ∈ G} xH 7−→ Hx−1

这是良定义的双射从而 #{xH : x ∈ G} = #{Hx : x ∈ G}, 就是说左陪集
数目和右陪集数目一样多.
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这诱使我们定义 H 在 G 中的指数 [G : H] = #{xH|x ∈ G}. 根据陪
集分解, 有

|G| = [G : H]|H|

这被称为Lagrange 定理 .

下面关于商集的讨论则颇费周章. 考虑群 G 的商集 G/ ∼, x 的等价
类记为 [x], 若要保持运算, 最自然的定义应当是

[x][y] = [xy]

但是由于代表元的选取, 上述定义未必为良定义, 为此需要费一番口舌解
释为何要像下面这样定义, 参见习题9.10.

定义 9.21 (正规子群) 已知群 G, N ≤ G, 若

∀x ∈ G, xN = Nx

则称 N 为 G 的正规子群 (normal subgroup) , 记为 N �G.

注意到上述条件等价于 ∀x ∈ G, xNx−1 ⊆ N . 因为 (xN = Nx) ⇔
(xNx−1 = N). 一方面 xNx−1 ⊆ N , 另一方面 xNx−1 ⊇ N 又等价于

x−1N(x−1)−1 ⊆ N . 这相当于说, N 对 (9.14) 中的共轭作用是封闭的.

命题 9.22 已知群 G, 正规子群有如下性质:
(1) 若 N �G, 且 N ≤ H ≤ G, 则 N �H;
(2) 若 H ≤ G,N �G, 则 H ∩N �H 且 HN = NH ≤ G.
(3) 若 N �G,K �G, 则 N ∩K �G 且 NK = KN �G.

证明 习题见. �

定义 9.23 (商群) 已知群 G, 正规子群 N , 记

G/N = {gN : g ∈ G}



9.2 子群与商群 191

乘法定义为

(xN) · (yN) = (xy)N

因为若 x′N = xN, yN = y′N , 则利用结合律

(x′y′)N = x′(yN) = x′(Ny) = (xN)y = x(yN) = (xy)N

从而是良定义的运算. 称 G/N 称为群 G 模掉 N 的商群 (quotient
group) , 其中单位元为 N , aN 的逆元为 a−1N .

例 9.24 对于加法群 Z, mZ = {mk : k ∈ Z} 是一个正规子群, 则

Z/mZ = Zm

因为 x− y ∈ mZ 正是 (9.8) 定义的同余关系.

例 9.25 对任何 Abel 群 G, 任何子群 H 都是正规子群, 从而总对应一个
商群 G/H.

例 9.26 之前例子中提到的 SLn(R) 是 GLn(R) 的正规子群. 假设 A ∈
SLn(R), 即 detA = 1, 再任意取 X ∈ GLn(R), 那么 XAX−1 的行列式仍

然为 1, 换言之 X SLn(R)X−1 ⊆ SLn(R).

例 9.27 特殊正交群 SOn(R) 在 n ≥ 2 时不是 SLn(R) 的正规子群. 因为

线性代数确保 “旋转 90 度”
(
0 −1

1 0

)
相似到

(
1 −2

1 −1

)
, 后者不再是正

交矩阵. 而总可以假设过渡矩阵在 SL2 中.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 9.6 已知群 G, 非空子集 H ⊆ G, 求证: H 是 G 的子群的充分必要

条件是

1 ∈ H ∀a, b ∈ H, ab ∈ H

习题 9.7 证明 (9.22).
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习题 9.8 已知群 G, H,K ≤ G, 求证:

H ∪K ≤ G ⇐⇒ H ⊆ K 或K ⊆ H

问题 9.9 下面说明为何商群如正文中所定义. 已知群 G 的商集 G/ ∼ 还
是群, 满足

[x] · [y] = [xy]

其中 [x] 为 x 所在等价类. 按下列步骤推导存在正规子群 N 使得

x ∼ y ⇐⇒ xN = yN

(1)[1] 是 G/ ∼ 的单位元, [x−1] 是 [x] 的逆元. (提示: [1] · [x] = [x]

可得 [1] 是单位元, [x] · [x−1] = [1] 可得 [x−1] 是 [x] 的逆元. )
(2)[1] 是子群. (提示: 而 x, y ∈ [1] 满足 [1] = [1] · [1] = [x] · [y−1] =

[xy−1], 故 xy−1 ∈ [1]. )
(3)[x] = x[1] = [1]x, 从而 [1] 是正规子群. (提示: y ∈ x[1] ⇐⇒

x−1y ∈ [1] ⇐⇒ [x−1y] = [1] ⇐⇒ [x] = [y] ⇐⇒ y ∈ [x]. )
(4)[x] = [y] ⇐⇒ [xy−1] = [1].
(5) 证明结论.

习题 9.10 (Dedekind 法则) 已知群 G, 子群 H,L, 子群 M ⊆ H, 求证:

(ML) ∩H =M(L ∩H) H ∩ (LM) = (H ∩ L)M

习题 9.11 (中心) 已知群 G, 定义

Z(G) = {x ∈ G : ∀g ∈ G, gx = xg}

称为 G 的中心 (center) . 求证:
(1)Z(G) 是 Abel 群.
(2)Z(G)�G.

问题 9.12 群的中心的指数不能是素数. (提示: 否则, 设 ⟨π(x)⟩ = G/Z,
从而 G = Z ⊔ xZ ⊔ x2Z ⊔ . . . 给出了陪集分解, 回看中心, 会发现其实 G

是 Abel 群. )
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问题 9.13 求证: (R,+) 的子群 H 必居以下两种情形之一:
(1)H = aZ, a ≥ 0;
(2)H 稠密. (提示: 考虑 inf{x ∈ H,x > 0}, 若为 0, 则通过 “打网格”

可得稠密, 若 > 0, 证明必然可以取到. )

A 刁题 9.14 (周期函数) 下面是对周期函数的讨论,
(1) 已知在 R 上的函数 f , 求证:

{T ∈ R : ∀x ∈ R, f(x+ T ) = f(x)}

是 (R,+) 的子群.
(2) 求证: 非常数连续函数必存在最小正周期.
(3) 求证: 对任何三个实数 a, b, c 都存在分别以 a, b, c 为周期的非常

数周期函数 f, g, h 使得 f + g = h. (提示: 因为分别存在同时以 a, b 为周

期, b, c 为周期, a, c 为周期的非常数函数. 经过恰当地选取使之加减不会
消成常数. )

(4) 若在 R 上的周期函数 f, g 之中有一个连续, 且两函数周期在 Q
上线性无关, 那么 f + g 不是周期函数. (提示: 设 f 连续, 假设 f + g 是

周期函数, 周期为 T , 则

0 = (f(x+T )+g(x+T ))−(f(x)+g(x)) ⇒ f(x+T )−f(x) = −g(x+T )+g(x)

定义 F = f(x + T ) − f(x), 此时 F 是连续的, 但是却同时共有 f, g 的周

期, 矛盾!)

A 刁题 9.15 已知群 G,
(1) 若 H 和 K 都具有有限指数, 则 H ∩ K 也具有有限指数, 且

[G : H ∩K] ≤ [G : H][G : K]. (提示: 证明, 当 aH ∩ bK ̸= ∅ 时, 任意选
择 c ∈ aH ∩ bK, 有 aH ∩ bK = cH ∩ cK = c(H ∩K). )

(2) 若 H 具有有限指数, 则 xHx−1 也具有有限指数, 且 [G : H] =

[G : xHx−1]. (提示: 因为 G = xGx−1 =
⊔
xyHx−1 =

⊔
(xyx−1)xHx−1.

)
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A 刁题 9.16 (有限拓扑) 已知群 G, 考虑如下集合族生成的拓扑

{xH : x ∈ G, [G : H] <∞}

容易验证这是一个拓扑基. 求证: 在这个拓扑下, 乘法和求逆元都是连续
的. (提示: 任意给 G 的有限指数子群 H, xyH = xyHH = x(yHy−1)yH,
乘法是连续的. 求逆元连续显然. )

9.3 生成的子群

下面, 我们来谈论生成的概念

定义 9.28 (生成的子群) 已知群 G, 子集 S ⊆ G, 若子群 H 满足任何子

群 K 都有

S ⊆ K ⇐⇒ H ⊆ K

则称 H 是 S生成的子群 , 记为 ⟨S⟩.

命题 9.29 已知群 G, 子集 S ⊆ G, 有

(1) S 生成的子群是存在且唯一的, 且等于

⟨S⟩ =
∩

子群 H ⊇ S

H

(2) S ⊆ ⟨S⟩. (递增性)

(3) S ⊆ T ⇒ ⟨S⟩ ⊆ ⟨T ⟩. (单调性)

(4) ⟨⟨S⟩⟩ = ⟨S⟩. (幂等性)

(5) S 是 G 的子群的当且仅当 ⟨S⟩ = S.

证明 根据 (9.19), 任意子群的交还形成子群, 故第一个等号成立. 剩下部
分完全类似于 (4.19). �
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命题 9.30 已知群 G, 子集 S ⊆ G, S 生成的子群有如下刻画

⟨S⟩ = {sδ11 . . . sδnn : n ∈ Z≥0, {si} ⊆ S, δi = ±1}

其中约定 n = 0 时, sδ11 . . . sδnn = 1. 即 S 生成的子群是 S 成员及其逆的

有限乘法组合.

证明 容易验证右边已经构成群, 故 ⟨S⟩ ⊆ 右边. 而 S ⊆ ⟨S⟩, 右边是 S

的组合, 自然在 ⟨S⟩ 当中. �

定义 9.31 (生成元) 已知群 G, 若 S ⊆ G 使得 ⟨S⟩ = G, 则称 S 整体

为生成元集, 其中元素为生成元 (generator) .
若群有有限的生成元集, 则称该群为有限生成 (finite generat-

ed)的.

命题 9.32 对于群 G.

• 若 G 是有限生成的, 则 G 的任何商群 G/N 也是有限生成的.

• 若正规子群 N 和对应商群 G/N 都是有限生成的, 则 G 也是有限

生成的.

证明 根据刻画 (9.30), 这两则都是显然的. 习题见. �
一般而言, 有限生成的群的子群不一定是有限生成的. 这和线性空间

不同.

例 9.33 (循环群) 若群 G 由一个元素生成, 即 ∃a ∈ G, s. t. ⟨a⟩ = G 则

称 G 为 a 生成的循环 (cyclic) 群 , 等价的描述是

∃a ∈ G,∀x ∈ G, ∃n ∈ Z, s. t. x = an

典型的例子有作为加法群的 Z 和 Zm, 1 或 1 就是其生成元. 容易验证循
环群的阶等于生成元的阶, 循环群的子群和商群必定为循环群.
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� 补充 9.34 (Euler 小定理) 作为 Lagrange 定理 (9.20) 的推论, 在有限
群 G 中, 对于 a ∈ G, 考虑其生成的群, A = {an}n∈Z, 容易验证 |A| =
ord a < ∞, 而 A 又成为子群, 这使得 ord a | |G|. 即著名的 “元素的阶整
除群的阶”.
至此, 我们可以得到数论中著名的Fermat 小定理和Euler 小定理

对于模 n 剩余类的缩系 Z×
n , 根据 Lagrange 定理 (9.20) 有

∀m ∈ Z×
n , mφ(n) = 1

即如下的 Euler 小定理

∀(x ∈ N, (x,m) = 1), xφ(m) ≡ 1 mod m

特别地, 对于 n 是素数 p 的情况, φ(p) = p− 1, 故可得 Fermat 小定理

∀x ∈ N, xp ≡ x mod p

� 补充 9.35 (生成的正规子群) 已知群 G, 子集 S ⊆ G, 若正规子群 N 使

得任何正规子群 K ⊆ G 满足

S ⊆ K ⇐⇒ N ⊆ K

则称 N 为 S生成的正规子群 . 则群中任何子集都存在其的生成正规子
群, 且

S 生成的正规子群 =
∩

正规子群 N ⊇ S

N

读者将会验证, 上式其实等于

{g0h1g1h2 . . . gn−1hn−1gn : {gi} ⊆ G, g0g1 . . . gn = 1, {hi} ⊆ ⟨S⟩}

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 9.17 证明 (9.32).

习题 9.18 已知群 G, 对于 S ⊆ G,

∀x ∈ ⟨S⟩ , ∃T ⊆ S, s. t. |T | <∞, x ∈ ⟨T ⟩
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习题 9.19 求证: 加法群 Zn 没有非平凡的子群 ⇐⇒ n 是素数.

习题 9.20 求证: Zn 的生成元只有 φ(n) 个, 其中 φ 是 Euler 函数, 即

#{x ∈ Zn : ⟨x⟩ = Zn} = φ(n)

习题 9.21 已知有限生成群 G, 若子集 S 生成了 G, 求证: 存在有限子集
T ⊆ S 生成 G.

问题 9.22 对于群 G, 若非有限生成子群组成的集合族 {Hi}i∈I 对包含关

系作成全序集. 求证:
∪

i∈I Hi 是群, 且非有限生成. 并说明当一个群不是
所有子群都有限生成时, 有极大非有限生成子群. (提示: 否则,

∪
i∈I Hi 的

生成元散落在有限的 Hi 之中, 这与某个 Hi 的非有限生成性矛盾. 最后这
是 Zorn 引理的标准运用. )

A 刁题 9.23 已知群 G, 有限指数的子群 H, 求证: G是有限生成的 ⇐⇒ H

是有限生成的. (提示: 设生成元为 {gi} 与左陪集代表元 {xj}(不妨约定
其中有 1), 则 S = {x−1

j gixk} ∩H 生成了 H. 具体而言, 对任何 gixk 都存

在 xj 使得 x−1
j gixk ∈ H, 于是任何 H ∋ g = g• . . . g• 的组合都可以写成

x•(x
−1
• g•x•) . . . (x

−1
• g•1)

而若 g 落在 H 里, 则第一位为 1, 得证. )

A 刁题 9.24 (Dietzmann) 已知群 G 由 x1, . . . , xm 生成, 且 ordxi < ∞,
xi 只有有限的共轭, 求证: G 是有限群. (提示: 存在 x1, . . . , xn 使得其对

任意 g ∈ G, x 7→ gxg−1 和任意 i ∈ Z, x 7→ xi 封闭, 证明, G 中每个元素
都可以表示成长度不超过 n 个的 xi 的乘积. )

问题 9.25 (换位子群) 已知群 G, 定义

G′ =
⟨
xyx−1y−1 : x, y ∈ G

⟩
称为 G 的换位子群或导群 . 求证:
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(1)G′ 是正规子群. (提示: 注意到

c(xyx−1y−1)c−1 = (cxc−1)(cyc−1)(cxc−1)−1(cyc−1)−1

事实上, 只要验证每一个生成元 “正规” 即可. )
(2)G/G′ 是 Abel 群. (提示: 因为在 G/G′ 中, xG′yG′ = yG′xG′. )

9.4 同态与同构

下面, 我们用映射将两个群联系起来, 其中, “好” 的映射, 应当是保持
运算不变的映射.

定义 9.36 (同态, 同构) 已知群 G1, G2, 设映射 φ : G1 → G2, 若

∀a, b ∈ G1, φ(ab) = φ(a)φ(b)

称 φ 为 G1 到 G2 的同态 (homomorphism) . 并且

• 若 φ 将所有元素映为单位元, 则称 φ 是平凡同态 .

• 若 φ 为满射, 称 φ 为 G1 到 G2 的满同态 .

• 若 φ 为单射, 称 φ 为 G1 到 G2 的嵌入 (embedding)或单同态 .

• 若 φ 为双射, 称 φ 为 G1 到 G2 的同构 (isomorphism) , 记为
φ : G ∼= H.

一般而言, “同构” 是指有逆同态, “嵌入” 指的是同构于子结构. 不过
对于群来说, 嵌入和单同态这是一致的.
一个同态一定将单位元映为单位元, 将逆元映为像的逆元, 因为对于

同态 φφ(1) = φ(1 · 1) = φ(1)φ(1) ⇒ φ(1) = 1

1 = φ(1) = φ(xx−1) = φ(x)φ(x−1) ⇒ φ(x−1) = φ(x)−1
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例 9.37 利用目前为止的结论有如下读者可以验证的小例子.

1. 取行列式 det : GLn(R) → R∗ 是同态.

2. 取模长 | · | : C∗ → R+ 是同态.

3. 对于有限群 G, 若有同态 φ : G→ (Z,+), 则 φ 必定是平凡同态.

4. 对于有限群 G, 若有同态 φ : G → C∗, 则 Imφ 全部分布在单位圆

上.

5. (R,+) 与 (R>0, ·) 通过指数映射 ex 同构.

6. (Q∗, ·) 与 (Q>0, ·) 不同构, 因为前者 x2 = 1 有两个解, 而后者只有
一个.

7. (Q∗, ·) 与 (R∗, ·) 不同构, 因为基数不同.

8. (Q>0, ·) 与 (Q,+) 不同构, 因为后者可以任意开 n 次方 (对于加法
就是除以 n), 而前者不行.

9. (9.12) 中第一第二第四第五个群分别同构于 Z2,Z3,Z4,Z5, 而 Klein
四元群与 Z4 不同构.

下面是一些抽象的例子.

1. H 是群 G 的子群, 则包含映射 ι : H → G,h 7→ h 是单同态, 此时改
称 ι 为包含同态 ; 此时 Ker ι = {1}, Im ι = H.

2. G/N 是群 G 的商群, 则自然映射 π : G → G/N, x 7→ xN 是满同

态, 此时改称 π 为自然同态 ; 此时 Kerπ = N , Imπ = G/N .

3. 群 G 的恒等映射 idG : G → G, x 7→ x 是同构; 此时 Ker id = {1},
Im id = G.

4. 群同态 φ : G1 → G2, ψ : G2 → G3, 则 ψ ◦ϕ : G1 → G3 也是群同态.
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5. 对于群 G, G ∼= G; 若群 G1
∼= G2, 则 G2

∼= G1; 若群 G1
∼= G2,

G2
∼= G3, 则 G1

∼= G3.

6. 已知群 G, c ∈ G, 则左平移作用 G → G, x 7→ cx不是同构, 除非
c = 1.

7. 已知群 G, 取逆 ν : G→ G, x 7→ x−1不是同构, 除非 G 是 Abel 群.

定义 9.38 (核, 像) 已知群同态 φ : G1 → G2, 记

(1) Kerφ = φ−1(1) = {x ∈ G1 : φ(x) = 1} 称为 φ 的核 (kernel) .

(2) Imφ = φ(G1) = {φ(x) : x ∈ G1} 称为 φ 的像 (image) .

命题 9.39 群同态 φ : G1 → G2, 则

(1) Kerφ 是 G1 的正规子群;

(2) Imφ 是 G2 的子群;

(3) Kerφ = {1} ⇐⇒ φ 是单同态;

(4) Imφ = G2 ⇐⇒ φ 是满同态.

证明 (1) 先说明 Kerφ 是子群, 注意到

φ(x) = 1, φ(y) = 1 ⇒ φ(xy−1) = 1

再说明是正规子群,

∀x ∈ G1, k ∈ Kerφ,φ(xkx−1) = φ(x)1φ(x−1) = 1

故 xkx−1 ∈ Kerφ, 即 Kerφ 是正规子群.
(2) 因为 φ(x)φ(y)−1 = φ(xy−1), 从而成为子群.
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(3) 需要稍微验证的是 ⇒ 方向.

φ(x) = φ(y) ⇐⇒ φ(xy−1) = 1

⇕
xy−1 ∈ Kerφ

⇕
x = y ⇐⇒ xy−1 = 1

(4) 常识. �
回忆 (5.9), 群同态有更好的刻画.

命题 9.40 对于两个群 G1, G2, 映射 φ : G1 → G2, 记 π : G1 → G1/Kerφ
为自然映射, ι : Imφ→ G2 为包含映射, 则

(1) 存在唯一的满同态 φ̄ : G1 → Imφ 使得 ι ◦ φ̄ = φ.

(2) 存在唯一的单同态 φ̃ : G1/Kerφ→ G2 使得 φ̃ ◦ π = φ.

(3) 存在唯一的同构 φ̂ : G/Ker → Imφ 使得 ι ◦ φ̂ ◦ π = φ.

G1
φ //

π

�� φ̄
..

G2

G1/Kerφ
φ̂

//

φ̃

//

Imφ

ι

OO

证明 我们只证明同构的结论, 其余是类似的. 不妨直接验证, 下列函数

φ̂ : G1/Kerφ −→ Imφ xKerφ 7−→ φ(x)

是良定义的, 因为

xKerφ = yKerφ ⇐⇒ xy−1 ∈ Kerφ ⇐⇒ φ(xy−1) = 1 ⇐⇒ φ(x) = φ(y)

这还顺便证明了 φ̂ 是单射. 且满射是显然的. 从而 φ̂ 是双射. 又φ̂(xKerφ · yKerφ) = φ̂(xyKerφ) = φ(xy)

φ̂(xKerφ)φ̂(yKerφ) = φ(x)φ(y) = φ(xy)

这说明 φ̂ 是同态, 从而得证. �
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推论 9.41 (群同构基本定理) 对于两个群 G1, G2, 映射 φ : G1 → G2, 则

G1/Kerφ ∼= ImG2 xKerφ 7→ φ(x)

定理 9.42 (第一群同构定理) 已知群 G, 正规子群 N,K, 且 K ⊆ N , 则

G/N ∼= (G/K)/(N/K)

证明 方便起见, 记 π : G→ G/K 为自然映射. 作映射

φ : G/K −→ G/N xK 7−→ xN

因为 K ⊆ N , 从而

xK = yK ⇐⇒ xy−1 ∈ K ⇒ xy−1 ∈ N ⇐⇒ xN = yN

故是良定义的满同态, 我们只需要计算 Kerφ. 注意到

xN = N ⇐⇒ x ∈ N ⇐⇒ xK ∈ φ(N) = N/K

故根据 (9.41), G/N ∼= (G/K)/(N/K). �
第一群同构定理表明在同构意义下, 商群的商群还是商群.

定理 9.43 (第二群同构定理) 已知群 G, 子群 H ≤ G, 正规子群 N �G,
则

HN/N ∼= H/H ∩N

证明 几个 (9.22)的结论保证了 HN 是群, N 是 HN 的正规子群, H∩N
是 H 的正规子群. 作映射

φ : H −→ G/N a 7−→ aN

这是投影映射的限制. 容易计算 Kerφ = H ∩N . 此时,

Imφ = {aN : a ∈ H} = {aN : a ∈ HN} = HN/N

故根据 (9.41), HN/N ∼= H/H ∩N . �
第二群同构定理表明了子群的商群结构.
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≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 9.26 已知群 G, N �G, 设 π 为 G→ G/N 的自然同态.
(1) 若 N ≤ H ≤ G, A ⊆ G. 求证:

π(A ∩H) = π(A) ∩ π(H)

而没有 N ≤ H 的条件下一般不成立.
(2) 若 X ⊆ G/N , 求证:

π−1(X) =
∪

xH∈X

xH

(3)A ⊆ G, B ⊆ G/N . 求证:

π−1(π(A)) = AN π(π−1(B)) = B

(3)A,B ⊆ G, 求证:

π(A) = π(B) ⇐⇒ AN = BN

问题 9.27 (群同构第三定理) 已知群 G, N �G, 设 π 为 G→ G/N 的自

然同态. 求证:
(1) 任何 G/N 的子群都是 G 的某个子群在 π 下的像.
(2) 任何 G/N 的正规子群都是 G 的某个正规子群在 π 下的像.

问题 9.28 (自同构群) 已知群 G, 记所有 G 到自身的同构组成的集合为

AutG, 这被称为自同构 (automorphism) 群 .
(1) 验证: AutG 是一个群.
(2) 回忆共轭 (9.14), 求证: 对任何 c ∈ G, x 7→ cxc−1 都是自同构.

这被称为内 (inner) 自同构 .
(3) 求证: 全体内自同构组成 AutG 的正规子群.
(4) 回忆中心的概念 (习题9.12), 求证: 内自同构群 ∼= G/Z(G). (提

示: 证明 Ker [G→ AutG, c 7→ [x 7→ cxc−1]] = Z(G). )
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(5) 回忆中心的概念 (习题9.12) 若 Z(G) = {x ∈ G : ∀g ∈ G, xg =

gx} = {1}, 求证:

Z(AutG){φ ∈ AutG : ∀σ ∈ AutG,φ ◦ σ = σ ◦ φ} = {id}

(提示: 利用内自同构 g 7→ xgx−1. )

习题 9.29 (反同构) 将 (9.36) 中的同态映射的定义改为

∀a, b ∈ G,φ(ab) = φ(b)φ(a)

则对应于同态和同构分别称之为反同态和反同构 .
(1) 验证下列两个例子是反同构.

(a) 已知群 G,
ν : G −→ G

g 7−→ g−1

(b) 矩阵群的转置.
(2) 回忆 (2.28) 对反运算的定义, 求证: (G, ·) 与 (H, ·) 反同构当且

仅当 (G, ·) 与 (H, ·op) 同构.

问题 9.30 对于加法群 (R,+) 考虑任何一个无理数 r, 记 rZ = {rn|n ∈
Z}, 按群的同构定理有

rZ/(Z ∩ rZ) ∼= (Z+ rZ)/Z

而 Z ∩ rZ = {0}, 从而 rZ/(Z ∩ rZ) ∼= Z. 但由习题6.9知, Z + rZ 是稠
密的. 且可以验证 R → R/Z 的自然映射是连续的, 从而 (Z + rZ)/Z 在
R/Z 是稠密的.
这与群的第二同构定理矛盾吗? 为什么?

9.5 群的直积

下面我们在群的 Cartesius 积上赋予群的结构.
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定义 9.44 (二元直积) 已知群 G1, G2, 在 G1 ×G2 上定义运算

(g1, g2)(g
′
1, g

′
2) = (g1g

′
1, g2g

′
2)

作成一个群, 称为 G1 与 G2 的直积 (direct product) , 记为 G1 ×G2.

定义 9.45 (有限直积) 已知群 G1, G2, . . . , Gn, 可以递归地定义有限个群
的直积如下

G1 ×G2 ×G3 × . . .×Gn = (G1 ×G2)×G3 × . . .×Gn

化为 n− 1 的情况.

定义 9.46 (一般直积) 已知一族群 {Gi}i∈I , 在
∏

i∈I Gi 上定义运算

(gi)i∈I(g
′
i)i∈I = (gig

′
i)i∈I

这成为一个群, 称为 {Gi}i∈I 的直积 .

下面, 我们主要用到有限直积的情况. 如果群 G 同构于 G1 × G2 ×
. . .×Gn, 那么必然有 G 的 n 个子群分别与 Gi 对应同构

G1 = {(g1, 1, . . . , 1) : g1 ∈ G1} , . . . , Gn = {(1, 1, . . . , gn) : gn ∈ Gn}

我们的问题是反过来, 给定 n 个子群, 何时 G 同构于这 n 个子群的直积?

定理 9.47 已知群 G, 正规子群 N1, N2, 满足

N1 ∩N2 = {1} N1N2 = G

则 G ∼= N1 ×N2.

证明 作

φ : N1 ×N2 −→ G (x1, x2) 7−→ x1x2

对于 x1 ∈ N1, x2 ∈ N2,

x1x2x
−1
1 x−1

2 ∈

x1N2x
−1
1 N2 = N2

N1x2N1x
−1
2 = N1
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故 x1x2x
−1
1 x−1

2 ∈ N1 ∩N2 = {1}, 即 x1x2 = x2x1, 这样 N1 与 N2 中的元

素交换, 从而

φ(x1, x2)φ(y1, y2) = x1x2y1y2 = x1y1x2y2 = φ(x1y1, x2y2)

故 φ 是同态. 因为 N1N2 = G, 故是 φ 满射, 下面验证 Kerφ = {1}, 若

x1x2 = 1 ⇐⇒ x1 = x−1
2 ⇐⇒ x1 = x2 = 1

因为 x1 = x−1
2 ∈ N1 ∩N2. 命题得证. �

定理 9.48 已知群 G, 正规子群 N1, N2, . . . , Nm, 满足

∀x ∈ G,∃!xi ∈ Ni, s. t. x = x1x2 . . . xm

则 G ∼= N1 × . . .×Nm.

证明 作

φ : N1 × . . .×Nm −→ G (x1, . . . , xm) 7−→ x1 . . . xm

如果能够证明这是同态, 那么根据存在唯一性, 上述映射是双射, 那么就形
成同构.
下面证明这是同态. 类似 (9.47) 的证明, 我们只需要证明 Ni ∩Nj =

{1}, 当 i ̸= j 时. 因为若 x ∈ Ni ∩Nj \ {1}, 1 = xx−1 就是 1 的另一种表

示方法, 从而矛盾. �

推论 9.49 已知群 G, 正规子群 N1, N2, . . . , Nm, 满足

G = N1N2 . . . Nm ∃!xi ∈ Ni, s. t. 1 = x1x2 . . . xm

则 G ∼= N1 × . . .×Nm.

证明 类似 (9.48) 的证明过程. �

≫≫≫ 习题 ≪≪≪



9.5 群的直积 207

习题 9.31 若 G = G1 ×G2, 若记

G1 = {(x1, 1) : x1 ∈ G1} ⊆ G G2 = {(1, x2) : x2 ∈ G2}

求证:
G2

∼= G/G1 G1
∼= G/G2

习题 9.32 (直和) 已知一族群 {Gi}i∈I , 考虑

⊕
i∈I

Gi :=

{
(gi)i∈I ∈

∏
i∈I

Gi :只有有限的 i 满足 gi ̸= 1.
}

求证:
⊕

i∈I Gi 是
∏

i∈I Gi 的子群. 这被称为直和 .

习题 9.33 举例说明, 存在群 G 和三个正规子群 N1, N2, N3, 且

N1 ∩N2 ∩N3 = {0} N1N2N3 = G

(提示: 考虑 Z× Z 的横轴 {(x, 0)} 纵轴 {(0, x)} 和对角线 {(x, x)}. )

问题 9.34 (Cauchy 列) 记

A =

{
{an} ∈ QN

∣∣∣∣∣ ∀ϵ ∈ Q+, ∃N ∈ N,
∀m,n > N, |am − an| < ϵ.

}

即全体有理 Cauchy 列的集合. 令

B =

{
{an} ∈ QN

∣∣∣∣∣ ∀ϵ ∈ Q+, ∃N ∈ N,
∀n > N, |an| < ϵ.

}

即全体收敛到 0 的数列的集合.
(1) 求证: B �A;
(2) 求证: B/A ∼= R.

问题 9.35 若群 G ∼= G1 ×G2, 通过将 G1 等同于 {(x, 1) : x ∈ G1}. 我们
可以认为 G1 ⊆ G. 此时, 称 G1 ⊆ G 是 G 的直和项 (summand) .
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(1) 求证: G 正规子群 H 是直和项当且仅当, 存在子群 N 使得

H ∩N = {1}, NH = G.
(2) 求证: 若正规子群 K,N 满足 K ⊆ N ⊆ G, 若 K 是 G 的直和项,

则K 是 N 的直和项. (提示: 证明: 若G ∼= K⊕H,则N ∼= K⊕(H∩N),当
中的 ∼=都是 “自然”同构. 这是因为K(H∩N) = (KH)∩N = G∩N = N ,
参见习题9.11. )

问题 9.36 回忆 §2.3介绍的泛性质 (2.22) 和 (2.23), 群的直积也可以有
类似的性质. 对于一族群 {Ai}i∈I , 则

(P, {πi})

∣∣∣∣∣ 直积P =
∏
i∈I

Ai, πi : P → Ai是投影同态

满足如下的泛性质

∀群 X, ∀一族群同态 {φi : X → Ai}
∃!群同态 λ : X → P

s. t. ∀i ∈ I, πi ◦ λ = φi

X
φi

  A
AA

AA
AA

A

λ

���
�
�

P πi

// Ai

且满足上述性质的 (P, {πi}) 之间必然可以建立同构, 具体来说, 若

(P, {πi}), (P ′, {π′
i})

满足上述泛性质, 则存在同构 α : P → P ′, β : P ′ → P , 使得

α ◦ β = idP ′

β ◦ α = idP

πi ◦ β = π′
i

π′
i ◦ α = πi

P ′

π′
i

  A
AA

AA
AA

A

β

		

)
�

�
P πi

//

α

HH

)
� �

Ai

也就是说, 把 “集合” 换成 “群”, “映射” 换成 “同态”, “Cartesius 积” 换
成 “直积”, 上述泛性质也对.
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9.6 对称群

回忆 (9.11) 对对称群的定义.

定义 9.50 (对称群) 当 X = {1, . . . , n} 时, 记 SX 为 Sn. 称其中元素
为置换 (permutation)或排列.

命题 9.51 |Sn| = n!.

证明 乘法原理. �
为了方面描述, 我们介绍一些记号.

定义 9.52 对于 σ ∈ Sn, 记

σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)

且忽略列与列之间的顺序.

忽略顺序指的是, 例如(
1 2 3 4

3 2 4 1

)
=

(
3 4 1 2

4 1 3 2

)

命题 9.53 若 σ =

(
a b . . . c

x y . . . z

)
, 则

(1) τσ =

(
a b . . . c

τ(x) τ(y) . . . τ(z)

)
.

(2) στ−1 =

(
τ(a) τ(b) . . . τ(c)

x y . . . z

)
.

(3) σ−1 =

(
x y . . . z

a b . . . c

)
.
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证明 直接计算. �
另一种方式是轮换的记号.

定义 9.54 (轮换, 对换) 对于 a1, a2, . . . , ak ∈ {1, . . . , n}, k 个不同的数,
记

(a1a2 . . . ak) =

(
a1 a2 . . . . . . ak

a2 . . . . . . ak a1

)
∈ Sn

其中没有被写出的数都保持不变, 称为一个 k-轮换 (cycle) . 特别地, 称
2-轮换为对换 , 用 (1) = (2) = · · · = (n) 来表示恒等映射.
如果两个轮换没有重复的元素, 我们称其为不相交 (disjoint) 轮换 .

显然, 两个不相交轮换是可以交换的.

命题 9.55 每个置换都可表为不相交轮换之积, 且在不计顺序的意义下,
表法是唯一的.

证明 在 {1, . . . , n} 上定义关系,

i ∼ j ⇐⇒ ∃k ∈ Z, s. t. i = σk(j)

容易验证这是等价关系. 则容易验证 σ 在每个等价类上的限制都是轮换,
记为 (a1, . . . , ak), 再叠乘便得存在性.
若 σ 分解为不相交轮换 (a . . . b)(x . . . y) . . . (p . . . q), 则上述等价关系

确立的划分为

{{a, . . . , b}, {x, . . . , y}, . . . , {p, . . . , q}}

而 σ 在每个等价类上的作用都是轮换, 这些轮换的叠乘法反过来会确定原
本的置换, 从而被唯一决定. �
这个定理应当是容易想象的, 先任意选择一个元素, 找这个在这个置

换下的像, 然后继续找像的像, 一直下去, 直到回到这个元素. 若其他元素
还有变动, 则继续重复操作即可. 唯一性也是显而易见, 因为若有不同则
可立刻导出置换不同.
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命题 9.56 每个置换都可表为一些对换之积.

证明 因为 (9.55) 确保了置换是一些轮换的乘积, 只需要证明轮换是一些
对换的乘积即可, 因为 (abc . . . yz) = (az)(ay) . . . (ac)(ab). �

� 补充 9.57 (交错群) 事实上, 每个置换分解成对换之积时, 这些对换数目
的奇偶性是唯一的. 这个论证需要一些技巧. 可以采取逆序数的论证方式,
记

δ(σ) =
∑

1≤i<j≤n

1 σ(i) > σ(j)

0 σ(i) < σ(j)
= #{(i, j) : i < j, σ(i) > σ(j)}

为逆序数, 再记 sgn(σ) = (−1)δ(σ).
若 σ 与一个对换 (ab) 复合为 σ′ = (ab)σ, 则

sgn(σ′) = − sgn(σ)

这是因为交换 a, b, 将 a, b 之间的所有数和 a, b 的大小关系改变, 判断变
号偶数次, 再加上 a, b 自身的大小关系改变, 再变号一次. 从而其对换的
数目的奇偶性将由 sgnσ 的负正性决定.
对于对称群 Sn, 若置换 σ ∈ Sn 能够分解成偶 (奇) 数个对换的乘

积, 则称 σ 为偶 (奇) 置换 . 记所有偶置换为 An, 这构成一个群, 这被称
为交错群An.
实际上, 偶置换的一大特点就是任何偶置换都可以写成一些 3-轮换的

乘积. 因为例如 (12)(23) = (123), (12)(34) = (314)(123), 如图9.5.
于是

sgn(σ) =

1 σ 是偶置换

−1 σ 是奇置换

容易验证, sgn 是一个同态, 而 Ker sgn = An. 从而 n > 2 时, |An| = n!/2.

下面我们来说明如何用群去描述对称性.
我们称一个 “结构” 的对称群指的是保持结构不变的双射组成的集合.
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图 9.1: (12)(34) = (314)(123)

例 9.58 下面研究汉字 “田” 的对称群. 如图9.6给 “田” 的顶点标号, 则
置换 (

1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 2 1 6 5 4 9 8 7

)

在 “田” 的对称群中 (对应图9.6右上), 但(
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 5 9 4 2 7 3 8 6

)

不在 (对应图9.6右下).
可以确定, “田” 的对称性群包括旋转 (四个角度), 对称 (四条对称

轴). 类似地, “日” 的对称性包括旋转 (两个角度), 对称 (两条对称轴), 故
“田” 的对称性强于 “日” 的对称性.

例 9.59 再如 “H” 的对称群, 如图9.7给 “H” 的顶点标号, 则置换(
1 2 3 4 5 6

1 2 3 6 5 4

)
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图 9.2: “田” 的对称性

在 “H” 的对称群中 (对应图9.7右上), 但(
1 2 3 4 5 6

1 5 3 2 6 4

)

不在 (对应图9.7右下).

更多地, 保持线性空间的线性关系不变的全体双射即全体可逆矩阵.
保持欧式空间线性关系和长度不变的全体双射即全体正交矩阵. 保持群的
结构不变的全体双射 (即全体自同构) 就是自同构群, 见习题9.29.

评注 9.60 (Erlangen 纲领) Klein 于 1872 发表题为《关于近代几何研
究的比较考察》的论文演讲, 被后世称为 Erlanger 纲领. 内容是说一切几
何都是研究变换群的不变量. 举例来说, Euclid 几何研究的是在旋转, 平
移, 对称下的不变量, 这些变换构成一个变换群. 朴素的例子如平行还是
平行, 三角形还是三角形.
这一观点的回答了究竟有多少种 “几何” 的问题 —有多少种变换群,

就有多少种几何. 尽管这一观点颇为 “代数”, 但至少某种程度上定义了几
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图 9.3: “H” 的对称性

何 (当然, 现在已经不会有人要求对几何学下定义), 且纲领也不是几何的
完全概括, 但是不可否认其产生的重大影响.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 9.37 正 n 面体群的对称性群被称为二面体群 , 记为 D2n. (n ≥ 3)
求证:

D2n = {1, σ, σ2, . . . , σn−1, τ, στ, σ2τ, . . . , σn−1τ}

其中元素 σ 表示旋转, τ 某一个翻转, 且满足:

σn = τ2 = τστσ = 1

习题 9.38 设 A 表示欧式平面上的旋转和平移组成的集合; B 表示平移
变换组成的集合; C 表示平移整数格组成的集合. 求证: A,B,C 都是群,
且

C �B �A C 不是 A 的正规子群

习题 9.39 (Cayley 定理) 任何一个群都同构于一个对称群的子群. (提
示: 利用左平移作用)
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A 刁题 9.40 (15 拼板问题) 15 拼板问题是一个经典的小游戏, 将一个拼板
分成如下图所示的 4 × 4 共 16 小块, 拿去一块后编号, 这被称为初始状
态. 然后允许每一块在这个正方性内部如华容道般移动, 即与空缺处邻接
的块可以和空缺处交换位置. 如图9.8.

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11

13 14 15 12

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10

13 14 15 12

11
⇒ ⇒

图 9.4: 15 拼板问题

(1) 求证: 图9.9所示情况不能被还原为初始状态. (提示: 将空缺看成
16, 每次移动都是和 16 的对换, 证明对换了偶数次才可能将 16 移动回原

来的位置, 从而必须是偶置换. )

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 15 14

图 9.5: 1514 问题

(2) 若某状态 X, 空缺处在右下角, 剩余 15 块板是初始状态的一个置
换 σ. 求证: σ ∈ A15 ⇐⇒ X 可以被还原为初始状态.

A 刁题 9.41 证明: 对于无限群 X, |SX | = |2X |. (提示: 考虑 Fixσ = {x ∈
X : σ(x) = x}, 证明, 除非 X 的子集的余集是单点集, 这个子集总是某个
置换的 Fix. 这需要利用 (3.21). 然后论证需要 (3.25) 和 (3.23), 具体来
说, 2X 等势于 2X \ {{x}c : x ∈ X} 与 {{x}c : x ∈ X} 之中的较大者, 而
根据 Cantor 定理 (3.16) 保证后者不能是较大者. )
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9.7 群作用简介

回忆 (2.31) 对作用的定义.

定义 9.61 (群作用) 已知群 G, 集合 X. G 左作用在 X 上, 为方便记为
(g, x) 7→ g · x, 满足

GrpAction1 ∀x ∈ X, 1 · x = x. (单位律)

GrpAction2 ∀g, h ∈ G, x ∈ X, g · (h · x) = (gh) · x. (结合律)

则称群 G 左作用在集合 X 上, 称之为群作用 (action) . 称 X 是一

个G-集 .

方便时当然会采取更加直接的记号, 直接省略 g · x 的算符成为 gx.

定义 9.62 已知群 G,集合X. G右作用在X 上,为方便记为 (x, g) 7→ xg,
满足

GrpAction1’ ∀x ∈ X,x1 = 1. (单位律)

GrpAction2’ ∀g, h ∈ G, x ∈ X, (xg)h = xgh. (结合律)

则称群 G右作用在集合 X 上.

为了阐明, 我们常采用下面的函数式记法.

命题 9.63 已知群 G 左作用在 X 上, 对于 g ∈ G, 记 σg : x 7→ g · x, 则

(1) σ1 = idX .

(2) σg ◦ σh = σgh.

(3) ∀g ∈ G, σg 是双射. 且 σ−1
g = σg−1 .

命题 9.64 已知群 G 右作用在 X 上, 对于 g ∈ G, 记 ςg : x 7→ xg, 则

(1) ς1 = idX .
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(2) ςg ◦ ςh = ςhg.

(3) ∀g ∈ G, ςg 是双射. 且 ς−1
g = ςg−1 .

� 补充 9.65 回忆 (2.32) 将 X 在 Y 上到 Z 的作用等同于 X 到 ZY 的映

射, 这里, 群 G 在 X 上的群作用实际上是 G→ SX 的同态, 因为按原本
的等同, 作用等同于是 G→ XX , 但是根据 (9.63), σ 是双射, 所以可以看
成 G → SX , 且保持乘法, 故为同态. 而反过来, 任何 G → SX 的同态将

其视为 G→ XX 的映射又能对应一个群作用, 这交给读者去验证.

下面我们所说的作用除非特别说明指的都是左作用.

定义 9.66 (轨道) 已知群 G 作用在 M 上, x ∈M , 定义

OrbG(x) = {y ∈M |∃g ∈ G, s. t. x = g · y} ⊆M

称为在 G 作用下 x 的轨道 (orbit) .

命题 9.67 (轨道分解) 已知群 G 作用在 M 上, 则

M =
⊔
x

OrbG(x)

证明 只要证明, 关系

x ≡ y : ⇐⇒ ∃g ∈ G, s. t. x = g · y

是等价关系, 从而轨道即等价类.
(1) 自返性: x = 1 · x⇒ x ≡ x;
(2) 对称性: x = g · y ⇒ y = g−1 · x;
(3) 传递性: x = g · y, y = h · z ⇒ x = (gh) · z.
命题得证. �
上述证明中提及的 ≡ 关系常被称为同余关系 .

例 9.68 (左平移作用) 已知群 G, g ∈ G, 左平移作用指的是

σg : x 7→ gx
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例 9.69 (右平移作用) 已知群 G, g ∈ G, 右平移作用指的是

ςg : x 7→ xg

例 9.70 (共轭作用) 已知群 G, g ∈ G, 共轭作用指的是

σg : x 7→ gxg−1

例 9.71 已知集合 M , 群 SM 作用在 M 上, 作用指的是

σφ : x 7→ φ(x) φ ∈ SM

例 9.72 (矩阵乘法) 回忆矩阵群的几个例子 (9.9), n 阶一般线性群作用
在 Rn 上, 作用指的是

σA : x 7→ Ax

例 9.73 (数乘) (Z,+) 作用在群 G 上, 作用指的是

σn : g 7→ gn

例 9.74 (函数平移) (R,+) 作用在 RR 上, 作用指的是

σa : f(x) 7→ f(x+ a)

例 9.75 (上半平面的全纯自同构群) 回忆 (9.9). 2 阶特殊线性群

SL2(R) =

{(
a b

c d

)∣∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1

}
作用在复平面 C 的上半平面

H = {z ∈ C| Im(z) > 0}

上, 作用指的是

σA : z 7→ az + b

cz + d
A =

(
a b

c d

)
≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 9.42 验证本节的例子都是群作用.
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本章是环的讨论. 主要讨论环的基本构造, 最后会简单介绍一些多项
式环以及模.

10.1 环的定义和例子

回忆半群的定义 (9.2).

定义 10.1 (环) 已知非空集合 R 和 R 上封闭的两个二元运算 “+, ·” 组
成的对 (R,+, ·), 满足

Rng1 (R,+) 是一个 Abel 群, 其中记加法单位元为 0, 称为零元 .

Rng2 (R, ·) 是一个半群. (结合律)

Rng3 ∀x, y, z ∈ R,

x(y + z) = xy + xz

(y + z)x = yx+ zx
. (分配律)

则称 (R,+, ·) 为环 (ring) .

定义 10.2 (幺环) 若环 (R,+, ·) 还满足

Ring (R, ·) 是一个幺半群, 记乘法单位元为 1, 称为单位元或幺元或么
元 .

则称 (R,+, ·) 为幺环 .

219
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定义 10.3 (交换环) 若环 (R,+, ·) 还满足

Comm ∀x, y ∈ R, xy = yx. (交换律)

则称 (R,+, ·) 为交换 (commutative) 环 .

应当说, 大部分数学家在做研究时都会直接假定环含单位元, 代数学
家 Jacobson 则发明了一个新的单词 “rng” 来表示 “不必含幺的环”, 取
identity 的 i 之意表示单位元, 但是这个词并不被广泛接受, 也尚无中文翻
译1. 应当说, 并不是所有数学感兴趣的环都含幺, 因此为了展示一般的理
论, 我们还是用一般的环来介绍, 但为了规范考虑, 我们会采用无幺环 , 幺
环 , 以及环 (不必含幺)来描述.
同群论中一样下面加法默认为 +, 乘法默认为 ·, 零元为 0, 单位元 (如

果有的话) 为 1.
为了方便, 记

na =



0 , n = 0,

a+ a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
n

, n > 0,

(−a) + (−a) + . . .+ (−a)︸ ︷︷ ︸
|n|

, n < 0.

同时, 在幺环中, 以 2 记 1 + 1, 3 记 2 + 1, 以此类推.

命题 10.4 已知环 (不必含幺)R, 则:

(1) ∀a ∈ R, 0a = a0 = 0.

(2) ∀a, b ∈ R, (−a)b = a(−b) = −(ab), (−a)(−b) = ab.

(3) ∀a, b ∈ R, (na)(mb) = (mn)(ab).

证明 (1) 只证 0a = 0,

0a = (0 + 0)a = 0a+ 0a⇒ 0a = 0

1或许可以翻译为 “坏 ”, 反正没有单位元的环也不好



10.1 环的定义和例子 221

(2) 只证 (−a)b = −(ab),

ab+ (−a)b = (a+ (−a))b = 0b = 0 ⇒ (−a)b = −(ab)

(3) 只证明 m,n ∈ N+ 时, 剩余情况利用 (1),(2) 好证.

(na)(mb) = (a+ a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
n

)(b+ b+ . . .+ b︸ ︷︷ ︸
m

)

= ab+ ab+ . . .+ ab︸ ︷︷ ︸
mn

= (mn)(ab)

等号成立只需通过数数. �

� 补充 10.5 (Newton 二项式定理) 对于交换环 R, x, y ∈ R, n ∈ Z>0 有

如下的二项式公式

(x+ y)n =

n∑
i=0

(
n

i

)
xiyn−i

其中连加号是环上有限的加法, 二项式系数的定义为(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k(k − 1) . . . 1
∈ Z

下面是一些环的例子.

例 10.6 (零环) 对于任何一个加法群 A, 定义 xy = 0, A 成为一个无幺
环. 若要成为幺环, 则零元即幺元, 则所有元素皆为 0, 故 A 只有一个元

素. 我们称这种环为零环 .

例 10.7 有如下关于数的环

1. Z 对普通加法和乘法构成一个交换幺环, 零元为 0, 幺元为 1.

2. Z[i] = {a+ bi : a, b ∈ Z} 构成一个交换幺环, 其中 i2 = −1 是虚数单

位, 这被称为Gauss 整数环 .

3. Q,R,C 对对普通加法和乘法构成一个交换幺环, 零元为 0, 幺元为
1.
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4. Zn = {0, 1, . . . , n− 1} 对剩余类的加法和乘法 (回忆 (9.8)) 作成一
个交换幺环, 零元为 0, 幺元为 1, 这被称为剩余类环 .

5. kZ = {kn : n ∈ Z} 对普通加法和乘法构成一个交换环 (不必含幺).

6. kZn = {kn : n ∈ Zn} 在 k 和 n 的最大公约数 (k, n) > 1 时构成一

个交换环 (不必含幺).

例 10.8 Z,Q,R,C 以及剩余类环 Zn 上的多项式组成的集合

Z[X],Q[X],R[X],C[X],Zn[X]

都是交换幺环. 零元为零多项式 0,幺元为多项式 1,这被称为 Z,Q,R,C,Zn

上的多项式环 .

例 10.9 Z,Q,R,C 以及剩余类换 Zn 上的 m 阶方阵组成的集合

Mm(Z),Mm(Q),Mm(R),Mm(C),Mm(Zn)

都是幺环. 零元为零矩阵 O, 幺元为单位阵 I. 这被称为 Z,Q,R,C,Zn 上

的矩阵环 .

例 10.10 对于拓扑空间 X, 全体 X 到 R 的连续函数 C (X), 对函数的乘
法和加法构成交换环, 称为 X 上的连续函数环 . 另外回忆连续函数环的
拓扑含义 (6.78).

例 10.11 对于 Abel 群 A, 称同态 φ : A → A 是 A 的自同态 , A 的全体
自同态组成的集合 End(A) = Hom(A,A) 上的加法和复合构成环, 具体来
说

φ+ ψ : A −→ A

x 7−→ φ(x) + ψ(x)

φψ : A −→ A

x 7−→ φ(ψ(x))

其中 0 为平凡同态, 1 为恒等映射, 这被称为 Abel 群的自同态 (endo-
morphism) 环 .
类似地, 对于 R-线性空间 V , EndV 上的加法和复合构成环, 如果 V

是有限维, 这就对应矩阵环.
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� 补充 10.12 (特征) 对于幺环 R, 记

CharR = min{n ∈ Z>0 : n · 1 = 0}

并舍弃 CharR = ∞ 时的记号, 改记为 CharR = 0. 例如 CharZn =

n,CharZ = 0. 更一般地, 可以对无幺环 R 定义其特征为

CharR = min{n ∈ Z>0 : ∀x ∈ R,nx = 0}

同样舍弃 CharR = ∞ 时的记号, 改记为 CharR = 0. 显然, 二者是相容
的.

� 补充 10.13 (零因子, 单位, 幂零元, 幂等元) 对于环 R, 当中有一些特殊
元, 值得我们关注

• 对于 r ∈ R. 若存在 s ∈ R \ {0} 使得 rs = 0, 则称 r 为左零因子 ;
若存在 t ∈ R \ {0} 使得 tr = 0, 则称 r 为右零因子 . 左零因子右
零因子合称为零因子 (zero-divisor) . 若交换幺环 R 只有 0 是零

因子, 则称 R 为整环 (integer domain) . 在有的材料中, 不认为 0

是零因子, 这样就可以称无零因子代替 “只有 0 是零因子”.

• 限定 R 为幺环. 对于 r ∈ R. 若存在 s ∈ R 使得 rs = 1, 则称 s 为

r 的右逆, r右可逆 (invertible) ; 若存在 t ∈ R 使得 tr = 1, 则称 t

为 r 的左逆, r 为左可逆 . 若既左可逆又右可逆, 读者会论证所有左
逆等于所有右逆, 此时称 r 为单位 (unit) . 容易验证, 全体单位构
成一个群, 称为环 R 的单位群 .

• 对于 r ∈ R, 若存在 n ∈ Z>0 使得 rn = 0, 则称 r 是幂零元

(nilpotent) . 在幺环中, 对一个幂零元 r, 1 − r 必然是单位, 因为
有著名的公式

1

1− x
= 1 + x+ x2 + . . . 有限和

这说明幂零元和可逆相差很远, 或者说单位变动一个幂零元仍然是
单位.
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• 对于 e ∈ R, 若 e2 = e, 则称 e 是幂等元 (idempotent) . 显然 0, 1

都是幂等元. 读者会验证, 在幺环中, e′ := 1− e 是唯一满足

e+ e′ = 1 ee′ = e′e = 0

的元素, 且 e′ 也是幂等元. 称 e′ 为 e 的互补 (complementary)
幂等元 .

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 10.1 (Boole 代数) 回忆特征 (10.12), 已知幺环 R, 每个元素都幂
等, 即

∀r ∈ R, r2 = r

求证: R 为特征为 2 的交换环.

习题 10.2 对于环 R, x, y ∈ R, 求证:
(1)xy 左可逆, 则 y 左可逆.
(2)xn 是单位, 则 x 是单位.
(3)x 左可逆而非右零因子, 则 x 是单位. (提示: xyx = x. )

A 刁题 10.3 在环 R 中, 若 1− xy 是单位, 则 1− yx 是单位. (提示: 考虑
1 + y(1− xy)−1x. )

A 刁题 10.4 (Kaglansky) 对于环 R, 若 x ∈ R 只有有限的左逆则必然有

右逆, 从而是单位. (提示: 若有左逆 y, 则 z 7→ 1 − xy + z 是左逆的一个

置换, 从而那个映到 z 的左逆就是右逆. )

习题 10.5 求证: 整环的特征是 0 或素数. (提示: 否则合数 ab = 0, 这样
a, b 就是零因子. )

习题 10.6 在整环 R 中, 一个重要的特征是消去律成立. 求证:

ab = cb ⇐⇒ a = c 或 b = 0
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习题 10.7 求证:
(1) 连续函数环 (10.10) 一般不是整环.
(2) 矩阵环一般不是整环.
(3) 整数环是整环.
(4) 剩余类环 Zn 是整环当且仅当 n 是素数.

A 刁题 10.8 在幺环 R 中, 定义关系

x|y ⇐⇒ ∃a ∈ R, s. t. x = ay

x ∼ y ⇐⇒ ∃单位u ∈ R, s. t. x = uy

(1) 求证: ∼ 是等价关系, | 是预序关系 (习题5.12).
(2) 对于整环 R, 求证: x|y, y|x ⇐⇒ x ∼ y.
(3) 对于矩阵环 Mn(R), 求证: X|Y ,Y |X ⇐⇒ X ∼ Y . (提示: 这

是线性代数的经典习题, 也就是说, 如果存在矩阵 U ,V 使得

X = UY Y = V X

则存在可逆阵 W 使得 X = WY . 引入不定元 λ, 则

(I + λV )X = (V + λ)Y

证明可以取 λ 使得避过 det(1 + λV ) 和 det(V + λ) 所有的零点. )

问题 10.9 (数论函数的卷积) 考虑所有 Z≥1 → R 的函数 X, 这样的函
数被称为数论 (arithmetical) 函数 , 在 X 上定义两个函数的卷积

(involution)

(f ∗ g)(n) =
∑
k|n

f(k)g(n/k) =
∑
kh=n

f(k)g(h)

并且约定自然的加法 (f + g)(n) = f(n) + g(n). 求证:
(1)X 对加法和卷积作成交换幺环, 其中幺元为

δ(n) :=

1 n = 1

0 n ≥ 2
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(2) 证明Möbius 函数µ 是常函数 1 的逆元. (提示: 事实上, 只有那
些无平方因子的 d|n 幸存, 这只需要对 n 的素因子计数, 然后利用常用的
组合恒等式

1−
(
k

1

)
+

(
k

2

)
− . . .+ (−1)k

(
k

k

)
= 1 k ≥ 1

而 k = 1 时显然为 1. )

可能会用到的数论常识: Möbius 函数定义为

µ(n) :=


1 n = 1

(−1)r n 无平方因子, 是 r 个不同素数的乘积

0 n 含平方因子

(3)(Möbius 反转公式)对于数论函数 f, g,∑
d|n

f(d) = F (n) ⇐⇒
∑
d|n

F (d)µ(n/d) = f(n)

(提示: 记常函数 1 为 ι, 则 f ∗ ι = F ⇐⇒ F ∗ µ = f , 这是显然的. )

10.2 子环与商环

定义 10.14 (子环) 对于环 (不必含幺)R 的一个非空子集 S 对 R 的运算

也成为一个环, 那么称 S 为 R 的无幺子环 .
对于幺环 R, 还要求 1 ∈ S, 才称之为子环 (subring) .

例 10.15 有如下例子

• 对于幺环 R, {0} 不是子环, 但是是无幺子环.

• 剩余类环 Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} 中的 {0, 3} 对剩余类的加法和乘法构
成一个幺环, 但 {0, 3} 不是子环, 只是无幺子环.

• Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ C, 每一个包含关系都是子环关系.
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• R 是 R[X] 的子环.

• Z 没有非平凡的子环, 所有无幺子环都形如 nZ.

• 对于 Mn(R) 上的所有上三角矩阵组成的子集 U 构成一个子环.

对子环的讨论在含幺无幺的问题是十分微妙, 我们不想作过多探讨.
下面是商环的讨论.

定义 10.16 (理想) 已知环 (不必含幺)R, (R,+) 的加法子群 A, 若

∀r ∈ R, a ∈ A, ra, ar ∈ A

则称 A 为 R 的理想 (ideal) .
倘若只要求 ra ∈ A, 则称 A 为左理想 , 只要求 ar ∈ A, 则称 A 为右

理想 . 有时为了为了强调, 会称理想为双边理想 .

显然, 对于幺环 R, 理想 A, 则 1 ∈ A ⇐⇒ R = A.

定义 10.17 (商环) 已知环 R, 理想 A, 在 (R,+) 的商集上

R/A = {r + A : r ∈ R}

可以再定义乘法为

(x+ A) · (y + A) = xy + A

称为环 R 模去 A 的商环 (quotient ring) , 其中零元为 0 + A.
有时还会采取数论的记法, 改记 x+A 为 x mod A, 而 x+A = y+A

则改记为 x ≡ y mod A.

例 10.18 对于交换幺环 Z, 其任何无幺子环 (都形如 nZ) 都是理想. 理
想的包含关系揭示了数论中的整除关系, 数论的语言和事实通过环论的语
言转换如下

a|b ⇐⇒ b ∈ aZ ⇐⇒ aZ ⊇ bZ
a|b|c⇒ a|c aZ ⊇ bZ ⊇ cZ ⇒ aZ ⊇ cZ
a|b⇒ a|bn b ∈ aZ ⇒ bn ∈ aZ

a ≡ b mod n ⇐⇒ a+ nZ = b+ nZ
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注意到商环

Z/mZ = Zm

因为乘法和剩余类的乘法相同, 见 (9.8).

例 10.19 回忆 (10.10) 刻画的连续函数环. 对于拓扑空间 X, 子集
A ⊆ X, 可以验证

{f ∈ C (X) : ∀a ∈ A, f(a) = 0}

定义了一个 C (X) 的理想.

例 10.20 回忆矩阵环 Mn(R), 其理想只有 0 和 Mn(R) 本身. 假如有非
零理想 A, 注意到如果 A = (aij),

EkiAEjh = ((k, h) 位置是 aij, 其余都是零的矩阵)

其中 Est 是 (s, t) 位置取 1, 其余位置取 0 的矩阵. 只要选择非零矩阵
A ∈ A, 通过调整可得所有 Ekh ∈ A, 它们必定组合出整个 Mn(R).

� 补充 10.21 (生成的理想) 同样, 对于一个环 R, 我们还可以定义子集
S ⊆ R生成的 (左, 右, 双边) 理想 . 这和 (9.28) 和 (9.29) 完全一样.
而且我们甚至可以直接写出来, 当 R 是幺环时, S ⊆ R 生成的理想是

⟨S⟩ =

{
n∑

i=1

xisiyi : n ∈ N, si ∈ S, xi, yi ∈ R

}
并且约定 n = 0 时求和号为 0. 当 R 不是幺环时则要复杂一些, 形如∑

s+
∑

xs+
∑

sy +
∑

xsy s ∈ S, x, y ∈ R

的元素组成的集合. 具体细节交给读者去验证. 生成的左, 右理想则是分
别形如 ∑

xs+
∑

s
∑

sy +
∑

s s ∈ S, x, y ∈ R

其中由一个元素生成的理想被称为主 (principal)理想 ,对于 a ∈ R,
代入上面的公式, 其生成的主理想是 RaR+Ra+ aR+Za. 特别地, R 是
交换幺环时, a 生成的主理想就是 aR.
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≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 10.10 下面说明为何商环如正文中所定义. 已知环 R 的商集 R/ ∼
还是环, 满足

[x] + [y] = [x+ y] [x][y] = [xy]

其中 [x] 是 x 所在的等价类. 求证:
(1)[0] 是 R 的加法子群. (提示: 习题9.10已经替我们解决过了. )
(2)[0] 是理想. (提示: 对于任何 r ∈ R, x ∈ [0], 有 [rx] = [r][x] =

[r][0] = [0], 故 rx ∈ [0], 同理 xr ∈ [0]. )

习题 10.11 对于幺环 R, 理想 A, 若某单位 u ∈ A, 则 A = R. (提示: 单
位 u, 设其逆为 v, 则 1 = vu ∈ A, 然后, 任意 x ∈ R, x = x1 ∈ A. )

习题 10.12 在二元多项式环 R[X,Y ] 中, 考虑

a = {f ∈ R[X,Y ] : f无常数项}

证明 a 由多项式 X,Y 生成, 且不是主理想.

问题 10.13 (极大理想) 对于非零幺环 R, 理想 M 被称为是极大理想 ,
如果对任何理想 A

M ⊆ A ⊆ R ⇐⇒ M = A或A = R

(1) 证明: 每个环都存在极大理想. (提示: 考虑 R 中所有 ̸= R 的理

想, 这样, 任何一条包含链 {Ai}i∈I 的并都是理想, 并且因为 1 /∈
∪

i∈I Ai,
从而这些理想的并 ̸= R, 这就证明了每条链都有上界, 这样就可以运用
Zorn 引理了. )

(2) 证明: 每个理想 A ̸= R, 都存在极大理想 M 使得 A ⊆ M. (提示:
与上问如出一辙. )
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10.3 环同态

定义 10.22 (同态, 同构) 已知环 (不必含幺)R1, R2, 设映射 φ : R1 →
R2, 若

∀a, b ∈ R1, φ(a+ b) = φ(a) + φ(b), φ(ab) = φ(a)φ(b)

称 φ 为 R1 到 R2 的无幺同态 (homomorphism) .
若 R1, R2 都是幺环还要求 φ(1) = 1, 才称之为同态 .
并且

• 若 φ 为满射, 称 φ 为 R1 到 R2 的 (无幺) 满同态 .

• 若 φ 为单射, 称 φ 为 R1 到 R2 的 (无幺) 嵌入或 (无幺) 单同态 .

• 若 φ 为双射, 称 φ 为 R1 到 R2 的 (无幺) 同构 , 记为 φ : R ∼= H.

定义 10.23 (核, 像) 已知环同态 φ : R1 → R2, 记

(1) Kerφ = φ−1(0) = {x ∈ R1 : φ(x) = 0} 称为 φ 的核 (kernel) .

(2) Imφ = φ(R1) = {φ(x) : x ∈ R1} 称为 φ 的像 (image) .

下面和群的版本如出一辙, 首先当我们忘记乘法, 下面大部分的同构
都已经成立, 剩下的只是验证乘法结构, 和在含幺时验证单位元的像, 这都
十分好验证, 故不再赘述.

命题 10.24 环同态 φ : R1 → R2, 则

(1) Kerφ 是 R1 的理想.

(2) Imφ 是 R2 的子环.

(3) Kerφ = {0} ⇐⇒ φ 是单同态.

(4) Imφ = R2 ⇐⇒ φ 是满同态.
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回忆 (5.9).

命题 10.25 对于两个 (无) 幺环 R1, R2, 映射 φ : R1 → R2, 记 π : R1 →
R1/Kerφ 为自然映射, ι : Imφ→ R2 为包含映射, 则

(1) 存在唯一的 (无幺) 满同态 φ̄ : R1 → Imφ 使得 ι ◦ φ̄ = φ.

(2) 存在唯一的 (无幺) 单同态 φ̃ : R1/Kerφ→ R2 使得 φ̃ ◦ π = φ.

(3) 存在唯一的 (无幺) 同构 φ̂ : R/Ker → Imφ 使得 ι ◦ φ̂ ◦ π = φ.

X
φ //

π

�� φ̄
//

Y

X/ ∼
φ̂

//

φ̃

//

I

ι

OO

例 10.26 任何环 R, 理想 A, 自然映射 R→ R/A 是满同态.

例 10.27 任何环 R, 子环 S, 包含映射 S → R 是单同态.

推论 10.28 (环同构基本定理) 对于两个 (无) 幺环 R1, R2, (无幺) 同态
φ : R1 → R2, 则

R1/Kerφ ∼= ImR2 xKerφ 7→ φ(x)

定理 10.29 (第一环同构定理) 已知 (无) 幺环 R, 理想 A,B, 且 A ⊆ B,
则

R/B ∼= (R/A)/(B/A)

定理 10.30 (第二环同构定理) 已知 (无) 幺环 R, (无) 幺子环 S, 理想
A�R, 则

(S + A)/A ∼= S/S ∩ A

≫≫≫ 习题 ≪≪≪
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习题 10.14 (Frobenius 自同态) 在一个特征为 p > 0 的交换幺环 R 中,
求证:

F : R −→ R x 7−→ xp

是一个环同态, 这被称为Frobenius 自同态 . 并由此给出一个 Fermat
小定理 (9.34) 的另外证明. (提示: 即证明 (x + y)p = xp + yp, 注意到
Newton 二项式公式 (10.5), 以及 p |

(
p
i

)
, 对任何 1 < i < p. 证明 Fermat

小定理只需要在 Fp 中利用 xp = (1 + . . .+ 1)p = 1 + . . .+ 1 = x. )

习题 10.15 回忆连续函数环 (10.10), 对于拓扑空间 X,Y , 如果存在连续
映射 f : X → Y , 证明如下映射是环同态

C (f) : C (Y ) −→ C (X) g 7−→ g ◦ f

10.4 环的直积

同样, 问题是如何在环的 Cartsuis 积上赋予直积.

定义 10.31 (二元直积) 已知环 (不必含幺)R1, R2, 在 R1 × R2 上定义运

算
(r1, r2) + (r′1, r

′
2) = (r1 + r′1, r2 + r′2)

(r1, r2)(r
′
1, r

′
2) = (r1r

′
1, r2r

′
2)

作成一个环, 称为 R1 与 R2 的直积 .

定义 10.32 (有限直积) 已知环 R1, R2, . . . , Rn, 可以递归地定义有限个
环的直和如下

R1 ×R2 ×R3 × . . .×Rn = (R1 ×R2)×R3 × . . .×Rn

化为 n− 1 的情况.

定义 10.33 (一般直积) 已知一族环 {Ri}i∈I , 在
∏

i∈I Ri 上定义运算

(ri)i∈I(r
′
i)i∈I = (rir

′
i)i∈I

这成为一个环, 称为 {Ri}i∈I 的直积 .
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对于幺环而言, 直积还是幺环, 单位元显然就是 (1)i∈I .
下面和群论中的处理不同,我们需要注意到,对于直积 R = R1× . . .×

Rn, 容易验证投影映射 πi : R → Ri 是满同态, 从而根据环同构基本定理
(10.28), 在同构意义下 R1, . . . , Rn 都是 R 的商环. 我们下面的主要目的
是为了找理想 A1, . . . ,A2 使得 R/Ai

∼= Ri.

定义 10.34 (理想的互素) 对于幺环 R, 理想 A,B 被称为是互素的, 如果
A+B = R. 显然, 这等价于, 存在 a, b ∈ R 使得 a+ b = 1.

互素来自于数论中的类比, 因为对于整数 m,n, 理想 mZ, nZ 互素当
且仅当 m,n 互素.

定理 10.35 (中国剩余定理, CRT) 设幺环 R, 理想 A1, . . . ,An 两两互

素, 则
R/(A1 ∩ . . . ∩ An) ∼= R/A1 × . . .×R/An

证明 作

φ : R −→ R/A1 × . . .×R/An x 7−→ (x+ Ai)
n
i=1

则

x ∈ Kerφ ⇐⇒ ∀1 ≤ i ≤ n, x ∈ Ai ⇐⇒ x ∈ A1 ∩ . . . ∩ An

故根据环同构基本定理 (10.28), 下面我们只要论证 Imφ = R/A1 × . . . ×
R/An. 若记

ei = (0, . . . , 1 + Ai︸ ︷︷ ︸
i

, . . . , 0) ∈ R/A1 × . . .×R/An

本质上, 我们只要对每个 i, 找 xi ∈ R 使得 φ(xi) = ei, 也就是找 xi 使得

xi ∈ A1 . . . xi ∈ 1 + Ai . . . xi ∈ An

这样任何

r = (r1 + A1, . . . , rn + An) ∈ R/A1 ⊕ . . .⊕R/An
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只要取 x = r1x1 + . . . rnxn, 那么 φ(x) = r. 我们以对 e1 找原像为例. 由
于 A1 与 Ai 互质 (2 ≤ i ≤ n), 那么

∃bi ∈ A1, ai ∈ Ai, bi + ai = 1

考虑 x = b2 . . . bn = (1− a2) . . . (1− an), 故

x ∈ 1 + A1 x ∈ A2 . . . x ∈ An

这样就找到了 x. �

推论 10.36 (中国剩余定理, 方程版本) 设幺环 R, 理想 A1, . . . ,An 两两

互素, 则任意 r1, . . . , rn ∈ R, 如下关于 X 的方程始终有解
X ≡ r1 mod A1

. . . . . . . . . . . .

X ≡ rn mod An

注意这里采用了 (10.17) 的数论记号.

例 10.37 (数论中的中国剩余定理) 已知正整数 m1,m2, . . . ,mn 两两互

素, 则
Zm1...mn

∼= Zm1
× . . .× Zmn

用方程的语言说, 即对于任意的整数 a1, a2, . . . , an 同余方程组
X ≡ a1 mod m1

X ≡ a2 mod m2

. . .

X ≡ an mod mn

必定有解, 且所有解模 m1m2 . . .mn 同余.

� 补充 10.38 (理想的乘积) 实际上, 对于环 R, 理想 A,B, 我们可以定义
两个理想的乘积

A ·B :=

{
n∑

i=1

xiyi : n ∈ N, xi ∈ A, yi ∈ B

}
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其中 n = 0 时
∑
约定为 0, 容易验证 A ·B 也是一个理想, 实际上其是

{xy : x ∈ A, y ∈ B} 的加法组合.
当 R 是交换环, 且 A,B 互素时, 我们可以证明 A ·B = A ∩B. 首

先, 根据理想的定义

A ·B ⊆ A, A ·B ⊆ B ⇒ A ·B ⊆ A ∩B

反之, 假设 1 = a+ b, a ∈ A, b ∈ B, 从而任何 r ∈ A ∩B 都有

r = r · 1 = r(a+ b) = ar + rb ∈ A ·B

于是 A ∩B ⊆ A ·B.
上面对中国剩余定理的证明可以用理想进一步简化, 如果 A1, . . . ,An

两两互素, 则 A1 与 A2 . . .An 互质. 具体来说,

R = (A1 + A2) · . . . · (A1 + An) ⊆ A1 + A2 . . .An

因为上式展开后为 A1 在左右边乘一串理想的和以及 A2 . . .An.
特别地, 当 R 是交换幺环时,

A1 ∩ . . . ∩ An = A1 . . .An

中国剩余定理的断言的同构可用理想的乘积表达.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 10.16 考虑 Z 的理想 nZ, 注意到此时
∞∩

n=2

nZ = {0} Z/
∞∩

n=2

nZ ∼= Z

但
∞∏

n=2

Z/nZ ̸∼= Z ∵ x = (1, 0, . . .) ̸= 0 s. t. 2x = 0

这和中国剩余定理矛盾吗, 为什么?
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习题 10.17 考虑多项式 f(X) = (X2 − 2)(X2 − 7)(X2 − 14), 这显然是一
个在 Q 上无零点的多项式, 但是我们要证明, 对任何 n, f(X) 在 Zn 中恒

有解. (提示: 先证明, 对任何素数 p, p - a, 若 X2 ≡ a mod p 有解, 则对
任何 k, X2 ≡ a mod pk 都有解, 然后利用中国剩余定理. )

可能会用到的数论知识: 根据二次剩余的理论, 对任何素数
p ̸= 2, 7,

X2 ≡ 2 mod p X2 ≡ 7 mod p X2 ≡ 14 mod p

之中至少有一个有解, 而 p = 2 时, X2 ≡ 7 mod p 有解

X ≡ 1, p = 7 时, X2 ≡ 2 mod p 有解 X ≡ 3.

问题 10.18 (p 进数) 对于固定的素数 p, 考虑如下良定义的同态

φi+1 : Z/piZ −→ Z/piZ x mod pi+1Z 7−→ x mod piZ

这样形成一个

Z/pZ Z/p2Zφ2oo . . .
φ3oo Z/pnZφnoo . . .

φn+1oo

求证:

Zp =

{
(xi)

∞
i=1 ∈

∞∏
i=1

Z/piZ : ∀i ≥ 1, φi+1(xi+1) = xi

}
是一个环, 且通过 x 7→ (x mod piZ) 是 Z 到 Zp 的单射, 但不是满射. (提
示: 不会有元素映射到 1, 1 + p, 1 + p+ p2, . . .. )

问题 10.19 考虑无幺环 R, 作集合 R1 = Z×R, 定义加法

(m, a) + (n, b) = (m+ n, a+ b)

定义乘法 (这和直积不同)

(m, a)(n, b) = (mn,mb+ na+ ab)

求证: R1 是幺环, 且通过 r 7→ (0, r), 一个无幺环得以嵌入进入一个幺环.
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习题 10.20 证明环的直积 R = R1 × . . .×Rn 的理想都形如

A1 × . . .× An

其中 Ai 是 Ri 的理想. (提示: 用 ei = (0, . . . , 1︸︷︷︸
i

, . . . , 0) 左乘. 再利用

1 =
∑
ei. )

问题 10.21 对于幺环 R, 若理想 A,B 满足

A ∩B = {0} A+B = R

则 A,B 对 R 原本的加法和乘法作成一个幺环, 且 R ∼= A×B. (提示: 根
据群的理论,已经有作为加法群的直和. 假设 e+f = 1,其中 e ∈ A, f ∈ B,
于是对于 x ∈ A, 故 xf ∈ A ∩B = {0}, 这样 x = xe+ xf = xe, 同理可得
e 是 A 的单位元. )

A 刁题 10.22 对于幺环 R, 若

R ∼= A1 ⊕ . . .⊕An
∼= B1 ⊕ . . .⊕Bm

且 Ai, Bj 都不能写成两个环的直积. 则 n = m, 且存在置换 σ ∈ Sn, 使
得 Ai

∼= Bσ(i). (提示: 实际上, 这类似于习题9.37直和项的概念 —因为理
想也有模性. 因为 A1 可以视为 R 的理想, 从而根据上题10.21, A1 分解到

Bj 的分量也是 Bj 的直和项, 根据对 Bj 的假设, 必有 A1 = Bj , 然后商掉
或者找对应子环可归纳得. )

10.5 多项式环

多项式作为最重要的环之一, 在代数中起到极其重要的作用.

定义 10.39 (一元多项式环) 已知环 R, 考虑 RN 的子集{
(an)

∞
n=0 ∈ RN :只有有限的 an ̸= 0

}
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定义
(an) + (bn) = {an + bn}

(an)(bn) = (cn) 其中cn =

n∑
k=0

akbn−k =
∑

i+j=n

aibj

容易验证全体这样的序列全体作成一个环, 为了方便引入不定元 X 的幂

级数来记这个有限序列

f(X) = a0 + a1X + a2X
2 + . . .+ adX

d =
d∑

i=0

aiX
i

写成这种形式的 f 被称为多项式 (polynomial) , 称为环 R 上的一元多

项式环 , 记这个环为 R[X].

多项式和多项式函数有很大的不同. 多项式函数 f(x) 的 x 是变量,
有规定的取值范围. 但多项式中的未定元是只能形式运算的文字, 没有范
围的限制. 当然若对多项式实行代入的操作则需规定其范围, 转化为多项
式函数.

定义 10.40 已知环 R, 我们再引入常用的定义

• 形如 Xn ∈ R[X] 的多项式被称为 n 次单项式 (monomial)

• 对于任何 r ̸= 0, 形如 rXn ∈ R[X] 的多项式为 n 次项 (term) .

• 任何非零多项式 f =
∑

i≥1 riX
i ∈ R[X], 定义 deg f = max{i : ri ̸=

0} < +∞, 称为 f 的次数 (degree) . 并约定 0 次数为 −∞.

• 则任何非零多项式 f ∈ R[X]都可以唯一地写成 r0+r1X+. . .+rnX
n

其中 rn ̸= 0, n = deg f . 在此基础上, 称 {ri}ni=1 为全体系数

(coefficients) , 称 rn 为首项系数 , r0 为常数 (constant) 项 . 并
且规定 0 的首项系数和常数项均为 0.

• 首项系数为 1 的多项式被称为首一 (monic) 多项式 .

引理 10.41 已知环 R, 非零多项式 f(X), g(X) ∈ R[X] 则
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(1) deg(f + g) ≤ max(deg f, deg g).

(2) deg(fg) ≤ (deg f)(deg g).

取等号的条件是 f, g 的常数项相乘不为 0.

命题 10.42 (带余除法) 对于幺环 R, 多项式 f, g ∈ R[X], 若 g 是首一多

项式, 则存在唯一的 q, r ∈ R[X] 使得

f = qg + r 0 ≤ deg r < deg g或r = 0

也有唯一的 p, s ∈ R[X] 使得

f = gp+ s 0 ≤ deg s < deg g或s = 0

证明 由于对称性, 我们只证明前一个断言.

存在性 设 f = a0 + a1X + . . .+ anX
n, g = b0 + b1X + . . .+Xm. 倘若

m > n, 则 f = 0g + f 就已经适合命题所断言. 不妨假设 m ≤ n, 则

f0 = f − anX
n−mg s. t. deg f0 < n

可以利用归纳法, 假设 f0 已经满足断言, 则 f0 = q0g + r0, 代回上式得

f = anX
n−mg + (q0g + r0) = (anX

n−m + q0)g + r0

则 q = anX
n−1 + q0, r = r0 便满足要求.

唯一性 若有两个带余除法

f = q1g + r1 f = q2g + r2

则

q1g + r1 = q2g + r2 ⇒ (q1 − q2)g = r1 − r2

而根据要求以及 (10.41)

deg(r1 − r2) ≤ max(deg r1, deg r2) ≤ deg g
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次数小于 g 的次数, 而若 deg q1 − q2 ≥ 0, 则

deg(q1 − q2)g = deg(q1 − q2)deg g ≥ deg g

因为 g 首项系数为 1, 根据 (10.41). 矛盾. 从而 q1 − q2 = 0, r1 − r2 =

(q1 − q2)g = 0, 从而 q1 = q2, r1 = r2. 唯一性得证. �

� 补充 10.43 (代入) 对于交换环 R, x ∈ R, f(X) = a0+a1X+. . .+anX
n ∈

R[X], 定义
f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx

n

于是这定义了 R[X] 上的计算同态

cx : R[X] −→ R f(X) 7−→ f(x)

容易利用交换性可得这是同态. 定义 f 的在 R 上的根 (root)或零点
(zero)就是 f(x) = 0 的 x ∈ R.
对于整环 R, f(X) ∈ R[X] 在 R 上的根不会超过 deg f 个.
这是因为, 若 f(X) 有一根 x0, 则做 f(X) 对 X − x0 的带余除法可

得

f(X) = f0(X − x0) + r r至多是 1 次的 i. e. r ∈ R

通过代入 x0 得 r = 0. 根据 (10.41), deg f0 = deg f − 1, 这样一直下去,
问题转化到证明证明一次多项式至多只有一个根. 倘若 aX + b 有两个根

x1, x2, 则
ax1 + b = ax2 + b = 0 ⇐⇒ a(x1 − x2) = 0

因为 a ̸= 0, 故 x1 − x2 = 0 即 x1 = x2. 这样就证明了结果.

最后我们给出多元多项式的定义.

定义 10.44 (有限元多项式) 递归地定义多元多项式环

R[X,Y, . . . , Z,W ] = (R[X,Y, . . . , Z])[W ]
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则 f(X,Y, . . . , Z,W ) ∈ R[X,Y, . . . , Z,W ] 可以记为

f(X,Y, . . . , Z,W ) =
r∑

i=0

fi(X,Y, . . . , Z)W
i

=
a∑

i=0

b∑
j=0

. . .
r∑

k=0

aij...kX
iY j . . .W k

定义 10.45 (任意元多项式) 对环 R, 在任意指标集 I 下定义多项式环

R[Xi]i∈I = {f ∈ R[Xi]i∈S : S ⊆ I 有限}

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

问题 10.23 试证明: 所有交换幺环都是某个 Z 上的多项式环的商环. (提
示: 对于交换幺环 R, 考虑 Z[Xr]r∈R, 定义同态 Xr 7→ r. )

习题 10.24 (进制表示) 已知幺环 R, f(X), p(X) ∈ R[X], p 是首一的, 且
deg p = n ≥ 1, 求证:

∃!次数小于 n 的a0(X), a1(X), . . . , ar(X) ∈ R[x], s. t. f(x) =
r∑

i=0

ai(X)[p(X)]i

(提示: 模仿数论的进制操作, 作带余除法归纳. )

问题 10.25 下面在多项式环上运用中国剩余定理.
(1) 已知 R 的多项式 f1(X), f2(X), . . . , fn(X) 两两互素, 求证: 对于

任意的多项式 a1(X), a2(X), . . . , an(X) 同余方程组
g(X) ≡ a1(X) mod f1(X)

g(X) ≡ a2(X) mod f2(X)

. . . . . . . . . . . .

g(X) ≡ an(X) mod fn(X)

必定有解, 且所有解模 f1(X)f2(X) . . . fn(X) 同余.
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(2)(Lagrange 插值多项式)对于 R2 上不同横坐标的点

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)

求证: 存在唯一的不超过 n − 1 次的多项式 f(x) 经过这些点, 并具体写
出其表达式. (提示: 注意到 f(xi) = yi ⇐⇒ f(X) ≡ yi mod X − xi. )

A 刁题 10.26 (Lagrange 插值多项式) 已知 R2 上的点 {(xi, yi)}ni=1, 其中
xi 两两不同, 在 R 上考虑Lagrange 基底

Li(x) =

∏
k ̸=i(x− xk)∏
k ̸=i(xi − xk)

=
(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)

(1) 求证: Li(xj) = δij =

1 i = j

0 i ̸= j
.

(2) 求证: f(x) =
∑n

i=1 yiLi(x) 是经过点 {(xi, yi)}ni=1 的不超过 n−1

次多项式.
(3)已知次数不超过 n−1的多项式 f(x),求证: f(x) =

∑n
i=1 f(xi)Li(x).

(4) 设 Li(x) = ai1x
n−1+ai2x

n−2+ . . .+ain, 其中 aij 是关于 {xk}nk=1

的函数, 利用 (3), 用 {aij} 来表示如下Vandermonde 矩阵的逆矩阵
1 1 . . . 1

a1 a2 . . . an

. . . . . . . . . . . .

a1
n−1 a2

n−1 . . . an
n−1


(提示: Lk(x) 实际上构成一组基, 和 xk 换基过程中将得出现 Vander-
monde 矩阵)

(5) 下面我们求
∫ b

a
Li(x)dx, 记之为 Ii. 求证:

I1 + I2 + . . . + In = b− a

x1I1 + x2I2 + . . . + xnIn = b2−a2

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn−1
1 I1 + xn−1

2 I2 + . . . + xn−1
n In = bn−an

n

解上述方程组是近似计算积分的重要方法.
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10.6 模简介

模本质上是环在 Abel 群上的作用, 同时还要求满足一定的相容性.

定义 10.46 (模) 已知幺环 R, 加法 Abel 群 M , R 左作用在 M 上, 为方
便记为 (r, x) 7→ r · x, 若满足

Mod1 ∀r ∈ R, x, y ∈M r · (x+ y) = r · x+ r · y. (分配律)

Mod2 ∀r, s ∈ R, x ∈M (r + s) · x = r · x+ s · x. (分配律)

Mod3 ∀r, s ∈ R, x ∈M r · (s · x) = (rs) · x. (结合律)

Mod4 ∀x ∈M 1 · x = x. (单位律)

则称 M 是一个左 R-模 (module) . 简称 R-模.

对无幺环, 也可以定义其上的模, 这只需要将最后一条要求去掉. 同
样, 方便起见可以将省略乘号.

定义 10.47 (右模) 已知幺环 R, 加法 Abel 群 M , 如果 R 右作用在 M

上, 为方便记 (x, r) 7→ x · r, 满足

Mod1’ ∀r ∈ R, x, y ∈M (x+ y) · r = x · r + y · r. (分配律)

Mod2’ ∀r, s ∈ R, x ∈M x · (r + s) = x · r + y · r. (分配律)

Mod3’ ∀r, s ∈ R, x ∈M (x · r) · s = x · (rs). (结合律)

Mod4’ ∀x ∈M x · 1 = x. (单位律)

则称 M 是一个右 R-模 .

定义 10.48 (双模) 如果一个加法 Abel 群 M 既是一个左 R-模, 又是一
个右 S-模, 且满足结合律

∀r ∈ R, s ∈ S, x ∈M, (r · x) · s = r · (x · s)

则称 M 是R,S-双模 .
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定义 10.49 (子模, 商模) 已知幺环 R, R-模 M , 子群 N ⊆M 满足

∀r ∈ R, x ∈ N, rx ∈ N

则称 N 为 M 的子模 (submodule) .
对于 M 的子模 N , 其作为 Abel 群的商群 M/N 具有自然的 R-模结

构

r · (m+N) = rm+N

称 M/N 为商模 (quotient module) .

例 10.50 任何 Abel群 (写作加法)G,都是 Z-模,其中乘法就是 n·g = ng.
子模即子群.

也就是说, 其实任何左 R-模都是 R,Z-双模, 任何右 S-模都是 Z, S-双
模. 换句话说任和模都可以无害地看成双模.

例 10.51 任何环 R, R 本身就是 R-模, 乘法为 r · s = rs. 子模为左理想.

例 10.52 已知域 K, K-模, 根据线性空间的几条公理, 就是 K-线性空间.
子模即子空间, 商模即商空间.

例 10.53 已知域 K, K-线性空间 V , 线性变换 A : V → V , 则 V 还可

以视作 K[X]-模, 通过如下乘法

f(X) · x = f(A )x

则子模即 A -不变子空间.

评注 10.54 (模同态) 对于固定的幺环 R, 两个 R-模 M,N , 若 Abel 群的
同态 φ :M → N 满足

∀r ∈ R, x ∈M, r · φ(x) = φ(r · x)

则称 φ 是R-模同态 , 也称 φ 为R-线性的 .
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于是, 也有模同构基本定理 . 对于 R-模同态 φ :M → N , 有

M/Kerφ ∼= ImN

以及模同构第一, 二定理 已知 R-模 M , 子模 N,L, 且 L ⊆ N , 则

M/N ∼= (M/L)/(N/L)

已知 R-模 M , 子模 N,L, 则

(N + L)/N ∼= L/(L ∩N)

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 10.27 (模性) 2 对于 R-模 M , 子模 A,B,C, 若 B ⊆ A, 求证:

A ∩ (B + C) = (A ∩B) + C

其中 B + C = {b+ c : b ∈ B, c ∈ C}.

2这也是模性得名的原因.
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定义 11.1 (体) 已知环 F , 若 F \ {0} 对乘法作成一个群, 则称 F 为体

(skew-field)或 除环 (division ring) .

定义 11.2 (域) 已知环 F , 若 F \ {0} 对乘法作成一个 Abel 群, 则称 F

为域 (field) .

同时我们约定, 只有一个元素的环 {0} 虽然按照定义构成一个域, 但
是我们将其排除在外, 换句话说, 我们下面说的域基数都大于 1.

命题 11.3 已知交换幺环 F , F 是域的充分必要条件是 F 的理想只有

{0} 和 F .

证明 必要性. 对于任何 F 的非零理想 I, 选 x ∈ I − {0}, 则

x−1 ∈ F, x ∈ I ⇒ 1 = x−1x ∈ I

于是

∀y ∈ F, 1 ∈ I ⇒ y = y1 ∈ I

于是 F = I.
反之, ∀x ∈ F −{0}, 容易验证 xF 是一个非零理想, 从而 xF = F , 于

是 x 可逆, 具体来说因为 1 ∈ F , 故存在 y ∈ F 使得 xy = 1. �

例 11.4 (数域) Q,R,C 是一个域, 零元为 0, 幺元为 1.
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例 11.5 (模 p 剩余域) p 为素数时, Zp 作成一个域, 记为 Fp. 具体而言,
a ∈ Fp − {0}, 由于 a, p 互质, 根据 Bezout 定理,

∃x, y ∈ N, s. t. xa+ yp = 1

从而在模 p 意义下有 x a = 1, 这就找到了 a 的逆.

在后续的学习中我们会知道, 对每个素数的方幂 pk, 都存在在同构意
义下唯一的 pk 阶有限域.

例 11.6 (有理分式域) 实系数多项式有理分式 R(x) 是一个域, 零元为零
多项式 0, 幺元为多项式 1.

例 11.7 (四元数体) 下面我们构造四元数. 记

H =

{(
a b

−b a

)
: a, b ∈ C

}

容易验证 |a|2 + |b|2 ̸= 0 时,(
a b

−b a

)−1

=
1

|a|2 + |b|2

(
a −b
b a

)
∈ H

由于 C =

{(
a b

−b a

)
: a, b ∈ R

}
, 还可以认为

H a=x+yi

b=z+wi




x y z w

−y x −w z

−z w x −y
−w −z y x

 : x, y, z, w ∈ R


容易验证这对矩阵的加法和乘法作成一个环, 其中零元和单位元是零矩阵
O 和单位矩阵 I. 我们记

1 =

(
1 0

0 1

)
i =

(
i 0

0 −i

)
j =

(
0 1

−1 0

)
k =

(
0 i

i 0

)
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则任何 H 中的元素都可以写成 x+ yi+ zj + wk. 且 i, j, k 的如下关系

i2 = j2 = k2 = −1 ij = −ji = k jk = −kj = i ki = −ik = j

由此完全决定了 H 中的乘法.

例 11.8 (二次数域) Q[
√
m] = {a+ b

√
m|a, b ∈ Q}, 其中 m 非 0, 1, 也不

含平方数因子, 作成一个域. 具体而言,

1

a+ b
√
m

=
1

a2 − b2m
(a− b

√
m)

即我们熟知的分母有理化.

� 补充 11.9 (商域) 回忆整环的定义 (10.13), 对于整环 R, 可以在 R× (R\
{0}) 上定义关系

(a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ ad = bc

容易根据整环的性质验证这是一个等价关系, 这确定了一个商集, 我们记
为

FracR = [R× (R \ {0}) ] / ∼

方便起见, 记 (a, b) 所在的等价类为 a
b
. 我们可以在上面定义加法和乘法

a

b
+
c

d
=
ad+ bc

bd

a

b
· c
d
=
ac

bd

容易验证, 此时 FracR 构成一个域, 这被称为 R 的商域 (fraction
field) .
这正是模仿从整数构造有理数的步骤, 参见习题5.9.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

A 刁题 11.1 (华罗庚恒等式) 已知体 K, 求证:
(1)∀x ̸= 0, 1, (x−1 − 1)−1 = (1− x)−1 − 1;
(2)∀a, b ̸= 0, ab ̸= 1, a− (a−1 + (b−1 − a)−1)−1 = aba.
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A 刁题 11.2 已知 A ⊆ R, 求证: A 是域的充分必要条件是
(1)0, 1 ∈ A;

(2)∀a, b ∈ A− {0},

a− b ∈ A

a−1 ∈ A
.

(提示: 利用恒等式 1
x
+ 1

x+1
= 1

x(x+1)
)

习题 11.3 对于特征为 p 的有限域 F , 证明: 习题10.14中的 Frobenius 自
同态 F 实际上是同构. (换句话说, 任何 F 中的元素都可以开平方根. )

习题 11.4 回忆整环的定义 (10.13), 求证: 有限整环一定是域. (提示: 考
虑每一个元素的左平移作用, 必有一个元素被移动到 1. )

习题 11.5 求证: 有限域的阶必为素数的方幂. (提示: 利用特征, 此时可
以视为 Fp 的线性空间. )

习题 11.6 (Wilson 定理) 已知有限域 F , 求证: F 中所有非零元的乘积
为 −1. (提示: 配对, 将非零元和自己的逆配对. )

问题 11.7 我们曾经证明任何一个环都有极大理想, 回忆习题10.13. 对于
交换环 R, 理想 a, 求证:

R/a是域 ⇐⇒ a 是极大理想

(提示: 利用 (11.3), 因为商掉一个理想, 将只有包含 a 的理想幸存. )

A 刁题 11.8 (代数数域) 回忆习题3.9中对代数数的定义. 显然通过通分,
复数 x 是代数数当且仅当复数 x 是某个有理系数多项式的根. 记所有代
数数为 algQ.

(1) 求证: algQ 构成一个域. (提示: 对于 α, β, 假设分别是 f, g 的

根, 假设 f, g 的所有根为 αi, βj 可以构造多项式
∏

i,j(x − αi − βj) =∏
j f(x− βj), 这样右边完全是 βj 的对称多项式, 可以用对称多项式基本
定理表出. )
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(2) 求证: 已知两个二元整系数多项式 f(X,Y ), g(X,Y ), 求证:f(X,Y ) = 0

g(X,Y ) = 0

的根 (x0, y0) 是一对代数数. (提示: 用结式. )
(3) 求证: 任何以代数数为系数的多项式的根都是代数数. (提示: 用

Vieta 定理结合 (1)(2). )

问题 11.9 我们曾经提到过森林的概念, 参见习题5.22. 对于一张图, 我们
可以认为无向边是顶点的二元子集, 通过将其和特征函数等同, 再将特征
函数和数对等同, 则每条边我们可以视为 0, 1 序列, 且恰有两个元素为 1,
如图11.1. 我们将 0, 1 视为 F2 的元素, 这样, 可以将每条边都视为 F2-线
性空间 FX

2 的向量. 证明: 一组边线性无关 ⇐⇒ 则组边构成的子图不含

圈.

图 11.1: 不含圈与线性无关



注记

本部分的目的在于介绍代数最为基本的概念, 以便在深入学习抽象代
数之前就能先行接受群环域的语言. 同样, 限于篇幅, 我们只介绍了最为
常用和基本的概念, 这些距离真正代数学的任何话题都相差甚远. 有意深
入了解抽象代数的读者可以参考 [25] 或 [13], 前者是介绍了代数各个方面
的教材, 读起来会比较友好; 后者则是观点相对较高的抽象代数教材, 阅读
需要一定的基础.

以下是分条目的评注.

在 (9.1) 我们给出了群的定义, 再通过 (9.4) 给出了单位元是唯一的
和取逆元是唯一的事实, 实际上我们可以最开始将群视为具备三个运算的
代数结构, 即乘法, 取逆和指定单位元, 参见 (2.30). 然后, 我们就只需要
指定这三种运算的复合法则即可. 即下图交换, 其中 µ 是乘法, ν 是取逆,
1 是指定单位元.

G×G×G
µ×idG

||yy
yy
yy
yy idG ×µ

""E
EE

EE
EE

E

G×G

µ
""E

EE
EE

EE
E G×G

µ
||yy
yy
yy
yy

G

G

idG

��

∼
{{xxx
xx ∼

##F
FFF

F

G× {∗}

idG ×1

��

{∗} ×G

1×idG

��
G×G

µ ##G
GG

GG
G×G

µ{{ww
ww
w

G
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G

��

(idG,ν)

~~~~
~~
~~
~~ (ν,idG)

  @
@@

@@
@@

@

G×G

µ
  @

@@
@@

@@
@ {∗}

1

��

G×G

µ
~~~~
~~
~~
~~

G

这也确实等价于群的定义. 如下文所指出的, 拓扑群实际上就是要求上面
的集合都是拓扑空间, 箭头都是连续映射.
在 (9.22) 介绍了正规子群的一些性质. 但是正规子群的正规子群一

般而言不是正规子群, 参见习题9.40. 更多的例子参见 MSE1185603.
Euler 定理和Fermat 小定理 (9.34) 是数论中非常重要的定理, 这

让我们可以更容易地计算同余式. 非群论的初等证明可以参见 [3] P43.
习题9.11介绍的Dedekind 法则表明了交和乘一定的分配性, 这可以

抽象成模性 , 在 §14.2会有更一般的考虑.
习题9.14给出了 R 的子群的刻画, 实际上, 这蕴含了习题6.9. 因为显

然 Z+ rZ 是 R 的子群.
习题9.15给出了周期函数的一些研究, 更多的结论参见 [11]§2.
习题9.16说明任意有限指数的子群的交还具有有限指数, 这种证明非

常技术化, 另有证明利用任何指数有限的子群必然包含一个指数有限的正
规子群, 再利用群同态第二定理 (9.43) 解决. 任何指数有限的子群必然包
含一个指数有限的正规子群的论断可以利用群作用论证, 只需要考虑左陪
集作用上的平移.
习题9.17给出了群上的有限拓扑 . 更一般地, 如果一个群还是拓扑空

间, 如果乘法和取逆连续, 则称这个群是拓扑群 . 对于拓扑群的深入的探
讨可以参见 [31].
正如 (9.32) 下面所指出的, 有限生成群的子群未必是有限生成的, 一

个例子需要用到自由群, 参见MSE7896.
习题9.22和习题7.19有异曲同工之妙, 请读者比较.
习题9.23是作者类比交换代数中Cohen证明的一个交换环所有理想

都是有限生成的当且仅当所有素理想都是有限生成的的证明设计的, 参见

https://math.stackexchange.com/questions/1185603
https://math.stackexchange.com/questions/7896
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[14]§16 P97 (16.10) 或 [15]P84 exercise 1. 实际上, 这和Alexander 子基
定理 (8.20) 前的引理 (8.19) 有异曲同工之妙, 都是 Zorn 引理的惯常使用.
习题9.25介绍了Dietzmann的定理, 这是作者在 [39]P105 15 找到

的, 另外参见此书的配套习题解答 [40] P93 Ex.6.15.
习题9.12介绍的中心和习题9.26介绍的换位子群都能表示一个群的

“交换” 程度, 二者是否存在关系呢? 参见 [40] P93 Ex.6.16. 若中心具有
有限指数, 则导群是有限群.
习题9.29介绍了自同构群和内自同构群 . 这表明群只有平凡的中心

可以得到群的自同构群只有平凡的中心. 此时, 一个著名的问题是如果一
个群的中心是平凡群, 那么这个群通过看做内自同构群可以看成自同构的
群的子群, G ⊆ AutG, 问题是是否可能一直下去

G ⊆ AutG ⊆ Aut(AutG) ⊆ . . .

使得每一个 ⊆ 都是真包含? 参见 [4] P73.
群同构的三个定理 (9.41), (9.42), (9.43) 是群论中最为基本的定理,

这由Noether提出. 不过后来, 人们慢慢意识到是否存在同构并不重要,
重要的是这个同构是否 “自然”, 而这两个定理所涉及的同态实际上非常好
构造和验证, 这两个定理的使用并不频繁.
习题9.31向读者发问拓扑和群结构相容的问题. 当然, 对这个问题的

最直接回答是拓扑和代数是两码事. 不过, 倘若从拓扑群的角度, 则说明,
第二同构的同构定义无法推广成同胚的同构. 如何推广群同构定理到拓扑
群, 参见 [31] P43 (5.31).
在 §9.5, 我们介绍了群的直积的概念, 一个应当考虑的问题是能否将

一个群分解为一些不能分解成更多直和项的群, 这个只要加上恰当的有限
性条件就可以做到. 但是另一个问题是这个分解是否是唯一的? 即若

G ∼= H1 × . . .×Hn
∼= K1 × . . .×Km

是否一定有 n = m, 且存在某个置换 σ 使得 Hi
∼= Kσ(i)? 这是著名

的Krull-Schmidt 定理 , 参见 [25] P48 §2.2, 更一般的情况是Ore 处
理的, 参见 [26] P127 §8.5.
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习题9.33给出了群的直和的定义. 直和最为重要的一点, 是各个直和
项生成的群就是整个群, 这和直积不同, 因为乘法的有限性使得元素永远
受困于有限的桎梏. 除此之外, 直和还有一些别的性质.
习题9.36交代了Cauchy 列如何构造实数, 这其实在之前我们就已经

做过类似的事儿了, 参见习题6.33. 但是这里的重要之处在于此时定义出
来的 R, 自然地具有商群的代数结构.
习题9.34想要直接推广 (9.47), 但因存在反例而作废. 恰当地推广是

将条件改成 N1 ∩ (N2N3) = N2 ∩N3 = {1}. 但是这无非是 (9.47) 使用两
次, 沦为平凡.
习题9.37介绍了直和项的概念, 证明当中出其不意地使用了习

题9.11介绍的 Dedekind 法则, 实际上, 这是模格的一般规律, 参见习
题14.4.
习题9.38介绍了直积的泛性质 , 这和拓扑中的习题6.29类比. 这是范

畴论的常用的类推.
15 拼版问题 , 习题9.42是一个经典的数学娱乐项目. 声称该玩具的

发明人Sam Lord曾经悬赏 1000 美元, 为如下问题寻求还原方案. 从而
人们的兴趣被点燃. 然而令人失望的是, 这个问题并不存在解 (或许因此
才悬赏这么多钱), 而且是在 1879 年被证明 —Lord 则是在 1891 年开始
声称自己发明这个玩具. 这说明, 数学的优秀将使读者在任何时代少受虚
晃利益的诱惑. 参见wiki: 15 puzzle.

§9.7我们简单介绍了群作用 , 限于篇幅, 我们没有详细介绍. 群作用
是研究群的结构的本质工具, 十分推荐读者学习. 参见 [25] P54 §II.3 或
[13] §4.4.
习题10.1实际上就是 Boole 代数的一个定义, 参见 (14.23). 另外, 另

一个有趣的结论是如果在幺环 R 中, 对任何 x ∈ R, 都存在 n(x) ∈ Z>0

使得 xn(x) = x, 则 R 是一个交换环. 这被称为Jacobson 定理 , 参见 [39]
P209.
习题10.3似乎构造非常不自然, 但是如果用读者熟知的分析学公式

(当然直接用在环上是错误的, 但是有时候 “错误的形式计算” 可能带来正

https://en.wikipedia.org/wiki/15_puzzle
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确的结果)
1

1− x
= 1 + x+ x2 + . . .

形式计算, 即 1− xy 和 1− yx 的逆应该形如

(1− xy)−1 = 1 + xy + xyxy + . . . (1− yx)−1 = 1 + yx+ yxyx+ . . .

所以我们有足够的理由猜测,

(1− yx)−1 = 1 + y(1− xy)−1x

经过验证这是正确的. 这种形式计算还可以推及到矩阵上, 即著名
的Sherman–Morrison 公式及其推广 Woodbury 矩阵恒等式 , 参
见wiki: Sherman-Morrison formula 以及wiki: Woodbury matrix identity.
习题10.4介绍了Kaglansky的定理. 参见 [39]P25 Exercise 14. 事实

上, 我们会问, 左可逆是否一定意味着右可逆? 读者优秀的线性代数会确
保在有限矩阵上是成立的, 但是到无穷矩阵 (参见习题1.17) 上就不再成
立, 例如 

0 1

0 1

0 1
. . . . . .

. . .





0

1 0

1 0

1
. . .
. . . . . .


我们称左逆必有右逆的环为Dedekind 有限 (finite) ,或von Neumann
有限 , 参见 [39]P4.
习题10.8说明整除意味着相伴, 这和整数上的情况类似, 若 n|m,m|n,

则 m = ±n. 关于矩阵的论断, 可以继续推广, 参见 [39]P36 Exercise 6 及
其配套参考书 [40]P29 Ex2.6.
习题10.13证明了极大理想的存在性, 我们曾介绍过, 这个选择公理是

等价的.

https://en.wikipedia.org/wiki/Sherman-Morrison_formula
https://en.wikipedia.org/wiki/Woodbury_matrix_identity
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习题10.18构造的 Zp 就是 p 进整数 , 其商域就是我们曾经提到的 p 进

数 , 参见习题6.33介绍的完备化及其注记. 奇妙的是, 两种定义 p 进数是

一致的, 这表明了分析和代数的某些一致性. 同时, 这还是一个逆向极限 .
例如参见 [44]Chapter7, 或 [13] 第十章, 以及 [51]P11 ChapterII.
习题10.19介绍了如何给无幺环加上幺元. 这个构造无非是强行给 R

加上一个与所有元素都交换, 但是不能 “化简” 的 1(即便这个环本身含 1.
如果采取更具创造力的记号 (n, x) = n ⊕ x 会更加清楚, 这样乘法的定义
就是

(m⊕ a)(n⊕ b) = mn⊕mb+ na+ ab

习题10.20描述了环的直积的理想的结构, 群中 (正规) 子群则没有
这么好的结论, 但也有理论可以刻画群的直积的子群, 这是Goursat 定
理 , 参见 [16]. 另外, 环也有对直积分解唯一性的考虑, 这个则不如群的
Krull-Schmidt 定理困难, 见习题10.22, 参见 [39]P37 3.8.
习题11.4指出, 任何有限整环都是域. 与之类似的论断是是否存在有

限的除环? 答案是否定的, Wedderburn 小定理指出有限除环必为域,
参见 [13] §5.2.
习题11.5指出, 有限域都是素数的方幂. 实际上, 反之, 任何素数的方

幂都存在一个在同构意义下唯一的有限域.
习题11.8证明了代数数域是一个域且是代数封闭的, 这个习题的证明

思路是古典的, 利用域扩张可以给出现代的证明, 因为一个数代数等价于
扩张次数有限.
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导言

回忆 §5.3偏序的定义, 下面开始重提偏序集, 相信读者对概念及章法
都已轻车熟路.
本部分有两个目的, 一是补全我们在集合论部分对偏序过于仓促的介

绍, 另一是介绍更多偏序集的知识. 其实, 与其说是对偏序集的介绍, 不如
说我们是对我们之前讨论的的一些问题的一个总结和抽象. 前面的命题和
习题会成为例子.
本部分实际上并没有被赋予足够的重视, 但是对偏序的学习可以统一

很多问题的处理方法, 这会让我们更自然地看待这些问题和方法.
比较精巧的是, 当偏序集加上一些条件, 就可以使其成为一个代数结

构, 格. 而如果加上更多条件, 这个格甚至是一个环, 这被称为 Boole 代数.
本部分共三章, 第十二章的主要目的在于谈论更多偏序, 以补充更多

的集合论. 第十三章则是介绍格的简单介绍. 第十四章则介绍更多的格,
分别是完备格, 模格, 分配格和 Boole 代数.
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下面是对偏序集的介绍.

12.1 偏序集的定义和例子

回忆 §5.3, 我们再陈述一遍.

定义 12.1 (偏序集) 已知集合 X 上的关系 ≤, 若 ≤ 满足:

PO1 ∀x ∈ X,x ≤ x. (自返性)

PO2 ∀x, y ∈ X, x ≤ y, y ≤ x⇒ x = y. (反对称性)

PO3 ∀x, y, z ∈ X, x ≤ y, y ≤ z ⇒ x ≤ z. (传递性)

则称 ≤ 是一个偏序 (partial order)关系, 称 (X,≤) 是一个偏序集

(partial ordered set, poset) .

定义 12.2 (全序关系, 链) 已知集合 X 上的关系 ≤, 若 ≤ 为偏序关系,
且

TO ∀x, y ∈ X, x ≤ y 或y ≤ x.

则称 ≤ 是一个全序 (total order)关系或线性序 , 则称 (X,≤) 是一个全

序集 (totally ordered set) , 或链 (chain)或线性序集 , 称 |C| 为链
长 .
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例 12.3 (数的比较大小) Z,Q,R 关于 ≤ 作成全序集.

例 12.4 (整除) N∗ 关于整除 | 作成偏序集.

例 12.5 (幂集) 已知集合 X, 2X 关于包含于 ⊆ 作成偏序集.

例 12.6 (子空间) 已知线性空间 V , V 的所有子空间关于子空间关系 ⊆
作成偏序集.
一般地, 任何一个群 G, 其所有 (正规) 子群关于 ⊆ 作成偏序集. 一

个 R-模, 其所有子模关于 ⊆ 作成偏序集.

例 12.7 (划分的加细) 已知集合X,集合X 的全体划分关于加细 (refinement)
作成偏序集, 加细指的是

X/R1 ≤ X/R2 : ⇐⇒ R1 ⊆ R2

例 12.8 (函数大小比较) R 上所有函数关于 ≤ 作成偏序集, 其中

f ≤ g : ⇐⇒ ∀x ∈ R, f(x) ≤ g(x)

定义 12.9 (单调序列) 已知偏序集 P , 序列 {an} ⊆ P ,

• 称 {an} 为递减 (decreasing) 序列 (sequence)当

a0 ≥ a1 ≥ a2 ≥ . . .

• 称 {an} 为严格 (strick) 递减序列当

a0 > a1 > a2 > . . .

• 称 {an} 为递增 (increasing) 序列当

a0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ . . .

• 称 {an} 为严格递增序列当

a0 < a1 < a2 < . . .
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(严格) 递减和 (严格) 递增序列合称为 (严格) 单调 (monotonic) 序列 .

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

A 刁题 12.1 已知偏序集 P , C ⊆ P . 若 C 中元素都不能比大小, 即

∀x, y ∈ C, x ̸≤ y, y ̸≤ x

则称 C 为反链 (antichain) . 称 |C| 为反链的长.
(1) 求证反 Hausdorff 定理: 已知非空偏序集 X, 若 X 的每一条反链

都包含在某个极大反链中. (提示: 用 Zorn 引理. )
(2)(Dilworth, 1950) 已知 sr + 1 元偏序集 P , 求证: P 必有长为

s+ 1 的链或长为 r+ 1 的反链. (提示: 定义函数 f : P → {1, . . . , s} 表示
以 x 为最大元的最长的链的长度, 然后根据鸽笼原理. )

(3) 已知有限偏序集 P , 最长的链长 r, 求证: P 可以写成 r 条反链

的无交并. (提示: 将 Hasse 图按 “行” 选取. )
(4)(Dilworth 定理) 已知有限偏序集 P , 最长的反链长 r, 则 P 可

以写成 r 条链的无交并. 为了证明这个定理, 我们有
(a) 假定上定理成立, 分解为 P =

⊔r
i=1 Ci, 求证: 任何长为 r 的反

链 A, 都有 |A ∩ Ci| = 1.
(b) 假定上定理成立, 分解为 P =

⊔r
i=1 Ci, 设 P 中全体长为 r 的

反链为 A = {Aj}mj=1, A =
∪m

j=1Aj, 取 ai = max(A ∩ Ci), 求证:

{ai}ri=1 ∈ A

(c) 证明定理. (提示: (Galvin, 1994) 对 |P | 归纳, 删去 P 的极

大元 x, 设最长的反链长为 r, 通过归纳只要证明 P 或有长为 r + 1

的反链或可写成 r 条链的无交并. 对于后者, 有 x > ai, 此时删去链
{x} ⊔ {y ∈ Ci : y ≤ ai}, 再归纳. )

A 刁题 12.2 在全序集中, 求证:
(1) 每个序列都有单调子列. (提示: 反证法, 考虑大于之后的所有项

的项. )
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(2)(Erdös-Szekers, 1935)sr + 1 元序列都有长为 s + 1 的递增子

列或长为 r + 1 的递减子列. (提示: (Seidenberg, 1959) 作映射 P → Z2,
将 x 映射为第一个分量表示以 x 结尾的最长的递减序列长度, 第二个
分量表示以 x 开始的最长的递增序列长度. 这是单射, 故不可能全挤在
{1, . . . , r} × {1, . . . , s} 之中. )

12.2 链条件与良序集

定义 12.10 (降链条件) 已知偏序集 P , 若任何严格递减的序列 {an} 都
只有有限项, 则称 P 满足降链条件 (descending chain condition,
d.c.c.) .
这显然等价于说, 任何递减的序列 {an} 都满足

∃N ∈ N,∀n > N, s. t. an = aN

即充分大时, {an} 相等, 我们称这种情况为稳定 (stable) .
满足降链条件的全序被称为良序 (well order) , 对应的全序集被称

为良序集 .

命题 12.11 偏序集 P 满足降链条件的充分必要条件是, 偏序集 P 的非

空子集都有极小元.

证明 充分性. 显然严格递减序列 {an} 是一个链, 有极小元, 即必然到某
一项结束.
必要性. 否则, 取非空子集 S, 任意取 a0 ∈ S 不是极小元, 则

∃a1 ∈ S, s. t. a0 > a1

a1 也不是极小元, 则
∃a2 ∈ S, s. t. a1 > a2

以此类推, 这样得到的 {an} 迫使降链条件失效. �
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推论 12.12 全序集 P 是良序集的充分必要条件是, 全序集 P 的非空子

集都有最小元.

证明 因为对于全序集而言, 极小元就是最小元. �

例 12.13 N 对 ≤ 作成良序集.

例 12.14 有限偏序集都满足降链条件.

例 12.15 实数 R 对数的大小比较不作成良序集.

推论 12.16 (归纳法) 对于良序集 X, 若 S ⊆ 2X 满足

• X 的最小元 ∈ S.

• 对任意 x ∈ X, {y : y < x} ⊆ S ⇒ x ∈ S.

其中 y < x 指的是 y ≤ x 且 y ̸= x. 则 S = X.

证明 否则, 可以取非空集合 X \ S 的最小元 x, 因为 x 是最小的, 从而
{y : y < x} ⊆ S, 这样就与第二条矛盾 1. �

� 补充 12.17 (递归法) 更一般地, 我们可以这样构造一个良序集 X 到集

合 Y 的函数, 先规定最小值的取值, 再对 x ∈ X, 假定任何 y < x 都已经

确定取值了, 如果存在某种方法可以确定 x 的取值, 那么 “一直规定下去”
就可以确定整个 X 上的函数. 因为可以 “定义” 取值的集合是满足条件
的集合是满足 (12.16) 条件的集合. 具体来说, 选取方法是唯一, 可以直
接定义

f : X −→ Y

x 7−→
使得右边条

件成立的 y

存在 fx : {ξ : ξ < x} → Y 使得(i)fx 满足选取方法.

(ii) 规定 x 7→ y 也满足选取方法.

事实上, 右边条件中 fx 是唯一的, 因为若另有 f ′
x, 考虑 {ξ ∈ X :

fx(ξ) = f ′
x(ξ)}, 用归纳法 (12.16). 又因为选取方法是唯一的, 故 y

1这里我们看似没有用到第一条, 注意到当 x 是最小元的时候第二条立刻得到第一条.
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是唯一的. 然后, 对任何 x, 右边条件总是成立的, 因为可以对集合
{x ∈ X : x满足条件}, 用归纳法 (12.16). 这样便定义了一个函数 f , 这显
然满足选取方法.
以上有些 “滥用语言”, 但严格的讨论则势必陷入记号的泥潭.

定理 12.18 (良序公理) 任何一个非空集合都可以被赋予良序.

证明 我们使用 Zorn 引理, 对于集合 X, 考虑偏序集

Σ = {(S,≤S) : S ⊆ X, (S,≤S) 是良序集}

显然 Σ 非空, 定义

(S,≤S) ≤ (T,≤T ) ⇐⇒


S ⊆ T

∀s1, s2 ∈ S, s1 ≤S s2 ⇐⇒ s1 ≤T s2

∀s ∈ S, t ∈ T \ S, s ≤T t

这样, 对于任何一条链 {(Si,≤i)}i∈I ,

S =
∪
i∈I

Si x ≤ y ⇐⇒ ∃i ∈ I, s. t. x ≤i y

交给读者去验证 (S,≤) 是一个良序集. 于是根据 Zorn 引理 (5.23), Σ 存
在极大元 (S,≤). 我们断言 S = X, 否则, 可以任意挑选 x ∈ X \ S, 并找
到一个 Σ 中更大的元素

S′ = S ⊔ {x} a ≤′ b ⇐⇒ a ≤ b ∈ S 或b = x

这样扩充 ≤, 得到的 (S′,≤′) 也容易验证是良序集, 这与 (S,≤) 极大性矛

盾, 命题得证. �
最后同样地, 我们也有升链条件.

定义 12.19 (升链条件) 已知偏序集 P , 若任何严格递增的序列 {an}
都只有有限项, 则称 P 满足升链条件 (ascending chain condition,
a.c.c.) .
等价地, 任何递增的序列 {an} 都稳定.
等价地, 任何非空子集都有极大元.
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≫≫≫ 习题 ≪≪≪

问题 12.3 对于拓扑空间 X, 求证: 下列条件是等价的; (1) 开集族满足升
链条件. (2) 闭集族满足降链条件. (3)X 所有开集都是紧致的. (提示: 对
于开覆盖, 考虑其中所有有限开集的并, 找极大元. 反之, 对于一族递升的
开集, 利用紧致性可以选出有限个, 再在有限个中找极大者. )

习题 12.4 对于良序集 X, A ⊆ X 有上界, 求证: A 总有最大元.

习题 12.5 对于良序集 X, 求证: 任意 x ∈ X, 都存在 y 使得 (x, y) = ∅,
这被称为 x 的后继 .

问题 12.6 承认连续统假设 (3.19), 即若集合 X, 满足 ℵ0 ≤ |X| ≤ c, 则
|X| = ℵ0 或 |X| = c. 证明: 任何连续统 X(即 |X| = |R|), 都存在一个良
序 ≤, 使得 ∀x ∈ R, 使得 {y ∈ X : y ≤ x} 是至多可数集. (提示: 先赋予
良序, 再考虑使得 {y ∈ X : y ≤ x} 不可数的集合, 若是空集则已经完成,
否则根据良序, 存在最小元 x0, 此时 {y ∈ X : y ≤ x0} 是另一个连续统. )

A 刁题 12.7 承认连续统假设 (3.19), 在 [0, 1] 上赋予习题12.6所确定的良
序 ≤, 考虑这样一个概率问题, 若 A, B 两个人向 [0, 1] 区间上投掷飞镖,
如图12.1. 规则如下: 假设分别投中 a, b 两点,

a > b 则 A 胜利 b > a 则 B 胜利

即谁投的数按 ≤ 比更大谁就胜利. 显然两人投到同一点的概率为 0, 直觉
会认为两人获胜的概率都是 1

2
, 但是对任何固定的 a, B 掷的数 b ≤ a 的

概率为 0(因为可数集合 “很少”), 这样计算知道两人获胜的概率都是 0.
请问这是为什么?

A 刁题 12.8 承认连续统假设 (3.19), 欧氏平面中存在子集 S ⊆ R2 使得任

何直线和 S 交至多两点, 但是 S 和 R2 的所有开集都有交点. (提示: 因
为 R2 是第二可数的, 所有开集都是可数拓扑基可数并, 从而开集是连续
统, 从而可以赋予习题12.6所确定的良序. 然后利用良序从小向大选取, 因
为可数条直线不会覆盖开集, 所以总能选出. )
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图 12.1: 飞镖游戏

问题 12.9 (Artin 模, Noether 模) 已知 R-模 M , 考虑其全体子模构
成的偏序集, 若这个偏序集满足降链条件, 则称 M 是Artin 模 , 若这个
偏序集满足升链条件, 则称 M 是Noether 模 .

(1) 求证: 作为 Z-模, Z 作为是 Noether 模但不是 Artin 模. (提示:
因为有降链

Z ⊇ nZ ⊇ n2Z ⊇ . . .

且 Z 的所有子模都形如 nZ, 故任何理想的升链都得到整除的降链, 参见
(10.18).)

(2) 求证: 作为 Z-模, Zn 既是 Noether 模也是 Artin 模. (提示: 因为
本身是有限群. )

(3) 求证: 作为 Z-模, ZN 即不是 Noether 模也不是 Artin 模. (提示:
因为有升链

Ze1 ⊆ Ze1 + Ze2 ⊆ . . .

和降链
∞∑
i=1

Zei ⊇
∞∑
i=2

Zei ⊇ . . .

其中 ei = (0, . . . , 1︸︷︷︸
i

, . . .),
∑
Ai 是 Ai 的有限加法组合. )
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(4) 考虑 Z-模

Z[1/p] = {f(1/p) ∈ Q : f ∈ Z[X]}

记 M = Z[1/p]/Z, 求证: M 是 Artin 模但不是 Noether 模. (提示: 证明
M 的子模都形如 1

pkM 或 {0}, 容易验证它们满足升链条件但不满足降链
条件. )

(5) 证明: 对于一个线性空间 V

V 是 Noether 的 ⇐⇒ V 是 Artin 的 ⇐⇒ dimV <∞

12.3 偏序集的映射

读者对下面的套路已经很熟悉.

定义 12.20 (单调映射) 已知偏序集 P,Q, f : P → Q,

• 称 f 是递增映射 , 若

x ≤ y ⇒ f(x) ≤ f(y)

• 称 f 是严格递增映射 , 若

x < y ⇒ f(x) < f(y)

• 称 f 是递减映射 . 若

x ≤ y ⇒ f(x) ≥ f(y)

• 称 f 是严格递减映射 , 若

x < y ⇒ f(x) > f(y)

其中 (严格) 递减和 (严格) 递增映射合称为 (严格) 单调映射 .
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以及读者早在高中就已经知道的.

命题 12.21 已知偏序集 P,Q,R 映射 f : P → Q, g : Q→ R, 则:

f递增, g递增⇒ g ◦ f递增
f递增, g递减⇒ g ◦ f递减
f递减, g递增⇒ g ◦ f递减
f递减, g递减⇒ g ◦ f递增

不过偏序集之中最有意思的还并不是上面提到的单调映射. 下面我们
介绍更有趣味的映射.

定义 12.22 (闭包映射) 已知偏序集合 P , 映射 φ : P → P 满足

Cl1 x ≤ φ(x). (递增性)

Cl2 x ≤ y ⇒ φ(x) ≤ φ(y). (单调性)

Cl3 φ(φ(x)) = φ(x) (幂等性)

则称 φ 为 P 的一个闭包映射或闭包算子 .

例 12.23 关系的闭包 (4.18), 根据 (4.19) 是一个闭包映射. 当然其中也
包含 (5.6). 所在的偏序集是集合的所有关系关于 ⊆ 的偏序集.

例 12.24 在拓扑空间中取闭包, 根据 (6.16) 是一个闭包映射. 所在的偏
序集是拓扑空间的所有子集关于 ⊆ 的偏序集. 同理, 取内部则是在拓扑空
间的所有子集关于 ⊇ 的偏序集上闭包映射.

例 12.25 生成的拓扑 (6.44), 根据 (6.45) 是一个闭包映射. 所在的偏序
集是集合的幂集的所有子集关于 ⊆ 的偏序集.

例 12.26 生成的子群 (9.28), 根据 (9.29) 是一个闭包映射. 所在的偏序
集是群的所有子集关于 ⊆ 的偏序集.
同样, 生成的 (左右双边) 理想 (10.21) 亦同理.
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例 12.27 在线性空间 V 中, 向量张成的子空间也是一个闭包映射. 所在
的偏序集是 V 的所有子集关于 ⊆ 的偏序集.

命题 12.28 对于偏序集 P , 闭包映射 φ : P → P , 则

{φ(x) : x ∈ P} = {x ∈ P : x = φ(x)}

即 φ 的不动点就是 φ 的像.

证明 任何 y = φ(x), 有 y = φ(x) = φ(φ(x)) = φ(y). 反之, 对于 x ∈ P

使得 x = φ(x), 必有 x ∈ {φ(x) : x ∈ P}. �
回忆上下确界的定义 (5.19).

命题 12.29 对于偏序集 P , 闭包映射 φ : P → P , A ⊆ φ(P ), 则

(1) 若 A 在 P 中有下确界 infA, 则 infA ∈ φ(P ), 从而

A 在 φ(P ) 的下确界 = infA

(2) 若 A 在 P 中有上确界 supA, 则 A 在 φ(P ) 存在上确界, 且

A 在 φ(P ) 的上确界 = φ(supA)

证明 (1) 因为 ∀a ∈ A, infA ≤ a, 故 φ(infA) ≤ φ(a) = a, 因为 infA 是
下确界, 则

φ(infA) ≤ infA

反之, 根据递增性, infA ≤ φ(infA), 从而 infA = φ(infA), 故 infA ∈
φ(P ).

(2) 首先, 因为 ∀a ∈ A, a ≤ supA, 故 a = φ(a) ≤ φ(supA). 若
x = φ(x) 使得

∀a ∈ A, a ≤ x

则 supA ≤ x, 故 φ(supA) ≤ φ(x) = x, 得证. �
上面的命题解释了为什么子空间的交还是子空间, 子群的交还是子

群, 等等我们证明了数次的事.
另一种饶有趣味的映射是 Galois 联络, 这和闭包映射关系密切.
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定义 12.30 (Galois 联络) 已知偏序集 X,Y 映射 α : X → Y, β : Y →
X, 满足:

Gal1 对于 x1, x2 ∈ X, y1, y2 ∈ Y , (递减性)

x1 ≤ x2 ⇒ α(x1) ≥ α(x2) y1 ≤ y2 ⇒ β(y1) ≥ β(y2)

Gal2 对于 x ∈ X, y ∈ Y , (闭包性)

x ≤ β(α(x)) y ≤ α(β(y))

则称 (α, β) 为 X,Y 的Galois 联络 (Galois connection) .

命题 12.31 若 (α, β) 为偏序集 X,Y 的 Galois 联络, 则

α(β(α(x))) = α(x) β(α(β(y))) = β(y)

证明 因为

x ≤ β(α(x))
递减性⇒ α(β(α(x))) ≤ α(x)

且

y ≤ α(β(y))
y=α(x)⇒ α(x) ≤ α(β(α(x)))

另一条则是类似的. �

命题 12.32 若 (α, β) 为偏序集 X,Y 的 Galois 联络, 则 β ◦α 和 α ◦β 分
别是 X,Y 的闭包映射.

证明 直接逐条验证, 习题见. �

命题 12.33 (伴随性) 已知偏序集 X,Y 映射 α : X → Y, β : Y → X,
(α, β) 为偏序集 X,Y 的 Galois 联络的充分必要条件为

y ≤ α(x) ⇐⇒ x ≤ β(y)
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证明 必要性:

y ≤ α(x) ⇒ β(y) ≥ β(α(x)) ≥ x ⇒ x ≤ β(y)

反之亦然.
充分性: 令 y = α(x), 左边 α(x) ≤ α(x) 显然成立, 故

x ≤ β(α(x))

设 x1 ≤ x2, 根据上式有 x1 ≤ x2 ≤ β(α(x2)), 令 x = x1, y = α(x2), 右边
成立, 故

α(x2) ≤ α(x1)

反之亦然. �
以上性质被称为 Galois 联络的伴随性, 源于线性代数中内积空间的

伴随变换:
⟨A x,y⟩ = ⟨x,A ∗y⟩

相信读者可以理解其中的相似性.

例 12.34 已知集合 X,Y , f : X → Y , 根据 (2.6),

f : 2X −→ (2Y )op

A 7−→ f(A)

f−1 : (2Y )op −→ 2X

B 7−→ f−1(B)

是 Galois 联络. 其中 (2Y )op 指的是偏序集 (2Y ,⊇).

Galois 联络的例子非常多, 更多的例子我们习题见.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 12.10 验证 (12.32).

习题 12.11 若 (α, β), (α, β′) 同为偏序集 X,Y 的 Galois 联络, 求证:
β = β′. (提示: 利用伴随性. )
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习题 12.12 考虑良序集 W , 单调递增的映射 f : W → W , 求证: 对任何
x ∈ W , x ≤ f(x). 并由此说明 W → W 的单调递增双射只有 idW . (提
示: 否则, 找最小的 x 使得 f(x) < x, 这样 f(f(x)) < f(x) 是更小的元.
后一个论断是因为 f−1 也递增. )

习题 12.13 若 (α, β) 是偏序集 X,Y 的 Galois 联络, 求证: β(α(X)) 和

α(β(Y )) 作为偏序集是同构的.

习题 12.14 若 (α, β) 为偏序集 X,Y 的 Galois 联络, 求证:

y ≤ α(x) ⇐⇒ α(β(y)) ≤ α(x)

习题 12.15 若 (α, β) 是偏序集 X,Y 的 Galois 联络, 求证: β(α(X)) =

β(Y ). 即
∀y ∈ Y,∃x ∈ X, s. t. β(α(x)) = β(y)

(提示: 证明 β(Y ) ⊆ {x ∈ X : β(α(x)) = x} = β(α(X)) ⊆ β(Y ). )

习题 12.16 已知偏序集 X, 闭包映射 φ, 求证: 存在偏序集 Y , 以及 X,Y

的 Galois 联络 (α, β), 使得 βα = φ. (提示: 选取 Y = φ(X). )

习题 12.17 (根式理想) 已知交换幺环 R, 理想 I, 记
√
I = {x ∈ R : ∃n ∈ N, s. t. xn ∈ I}

称为 I 的根式 (radical) .
(1) 求证: I 是理想.
(2) 求证:

√
∗ : I 7→

√
I 是闭包映射.

问题 12.18 (Moore 族) 已知集合 X, M ⊆ 2X , 若满足
(1)X ∈ M.
(2)M 的任意交仍然属于 M.
则称 M 为Moore 族 (family) .
求证: Moore 族与 2X 上的闭包映射互相, 互逆确定.
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习题 12.19 考虑内积空间 W 的全体子空间 W, 对 ⊆ 作成偏序集, 作

v : W −→ W
W 7−→ W⊥

求证: (v, v) 是 V 自身到自身的 Galois 联络.

习题 12.20 已知交换幺环 R, 对于理想 I, J , 定义理想的商

(I : J) = {r ∈ R : rJ ⊆ I}

求证:
(1)(I : J) 是理想.
(2)(− : J) : I 7→ (I : J) 与 − · J : I 7→ I · J 形成 Galois 联络. (提示:

用伴随性. )
(3)(I : −) : J 7→ (I : J) 与自身形成 Galois 联络.

习题 12.21 考虑域 K, 考虑 n 元多项式 K[X1, . . . , Xn] 和 Kn, 考虑
K[X1, . . . , Xn] 的所有理想构成的偏序集是 I , Kn 的所有子集构成的偏

序集是 P, 证明下面的映射是 I ,P 之间的 Galois 联络

Z : I −→ P

I 7−→ {x ∈ Kn : ∀f ∈ I, f(x) = 0}

和

I : P −→ I

S 7−→ {f ∈ K[X1, . . . , Xn] : ∀x ∈ S, f(x) = 0}

因为 f 有 n 个未知数, Kn 存有 n 个未知数, 故代入是合理的. 并证明

Z(I ∩ J) = Z(I) ∪ Z(J)

(提示: 注意到若 g ∈ I, h ∈ J 使得 g(x) ̸= 0 ̸= h(x), 则 f = gh ∈
I ∩ J, f(x) ̸= 0. )
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12.4 偏序集的直积

定义 12.35 (二元直积) 已知偏序集 P,Q, 在 P ×Q 上定义

• 支配序 (dominated order)

(x1, y1) ≤ (x2, y2) : ⇐⇒ x1 ≤ x2, y1 ≤ y2

• 字典序 (lexicographical order)

(x1, y1) 5 (x2, y2) : ⇐⇒ x1 < x2 或(x1 = x2, y1 ≤ y2)

定义 12.36 (有限直积) 已知偏序集 P1, P2, . . . , Pn, 可以递归地定义有限
个偏序集的支配序和字典序

P1 × P2 × P3 × . . .× Pn = (P1 × P2)× P3 × . . .× Pn

化为 n− 1 的情况.

定义 12.37 (一般直积) 已知一族偏序集 {Pi}i∈I , 在
∏

i∈I Pi 上定义支

配序

(ai)i∈I ≤ (bi)i∈I ⇐⇒ ∀i ∈ I, ai ≤ bi

假如 I 还是一个良序集, 还可以定义字典序 , 对于 (ai)i∈I ̸= (bi)i∈I

(ai)i∈I 5 (bi)i∈I ⇐⇒ aj < bj

其中 j 是 {i ∈ I : ai ̸= bi} 的最小值.

如定义, 字典序是将坐标从左向右逐位比较. 就如同字典上对单词的
排列顺序一样. 字典序与支配序有着很大差别, 见图12.2.
但字典序并不是一个结构良好的序结构, 因为字典序没有交换和结合

的性质, 但是字典序有保持全序的特性, 如下.

命题 12.38 已知偏序集 P,Q, P ×Q 上的字典序 5, 则

P,Q为全序集 ⇐⇒ (P ×Q,5)为全序集
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图 12.2: 两种序的比较

例 12.39 注意到 N × {0, 1} 上字典序和 {0, 1} × N 上字典序不同构. 因
为前者存在两个元素之间具有无穷个元素在其之间, 后者则不存在, 如
图12.3.

图 12.3: 字典序

� 补充 12.40 (文字的字典序) 对于集合 X, 我们现在称其为字母表 (al-
phabet) , 我们称

W =
∞⊔
i=0

Xi

为单词表 , 称其中一个元素为文字 (word)或单词 . 同时, 约定 X0 =

{∧}, ∧ 被称为空字 , (x1, . . . , xn) ∈ Xn 直接记为 x1 . . . xn, 称其长度为
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n. 假如 X 有全序, 在 W 上, 我们可以真正地建立 “字典” 序, 定义

x1 . . . xn < y1 . . . ym ⇐⇒∃k ≤ min(m,n),

∀i < k, xi = yi

xk < yk

 或 (m > n, ∀i ≤ n, xi = yi)

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 12.22 求证: 良序集的有限积赋予字典序还是良序集.

问题 12.23 取 [0, 1] 上的通常序 ≤, 考虑 [0, 1]× [0, 1] 上的字典序, 回忆
序拓扑 (6.47), 这诱导了 [0, 1]× [0, 1] 上的一个拓扑, 如图12.4所示. 求证:

(1) 此时 [0, 1]× [0, 1] 是连通的. (提示: 假如有集合 A ⊆ [0, 1]× [0, 1]

既开又闭, 则对任何 x ∈ [0, 1], 截面 Ax = {y ∈ [0, 1] : (x, y) ∈ A} 既开
又闭 (因为纵截面上的序和原本 [0, 1] 上的序完全一样), 这迫使 A 形如

A0 × [0, 1], 此时 A0 又既开又闭 (因为横截面上的序和原本 [0, 1] 上的序

完全一样). )
(2) 但此时 [0, 1] × [0, 1] 不是道路连通的. (提示: 例如, (0, 0) 就无

法和 (1, 1) 连接, 我们要说明连接它们的道路近乎取遍所有点. 对每一点
(x0, y0) ∈ [0, 1]2, 可以构造一个连续函数 f 使得 x < x0 时, f(x, y) = 0,
x > x0 时, f(x, y) = 1, f(x0, y) = y. 利用道路连通的介值定理, 可得这条
道理取遍 (x0, y0) ∈ [0, 1]× (0, 1). 但是 [0, 1]× (0, 1) =

⊔
x∈[0,1]{x}× (0, 1),

{x} × (0, 1) 是一些不交的开集, 其原像是 [0, 1] 的开集, 不可数个这样的
开集会 “挤爆”[0, 1], 从而矛盾, 参见习题3.18. )

A 刁题 12.24 (单项式序) 在域 K 上, 多元多项式环 R = K[X1, . . . , Xn],
我们可以考虑给所有的单项式排定一个全序 ≤, 并且要求其满足如下条
件.

(1) 对任何单项式 t, 1 ≤ t.
(2) 对任何单项式 t, s1, s2, s1 ≤ s2 ⇒ ts1 ≤ ts2.
则称 ≤ 是单项式序 . 求证:
(1) 单项式对文字的字典序是多项式序.
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(0, 0) (1, 1)

0 1

1
0

图 12.4: “比脚更长的路”

(2)n = 1 时, 多项式序就是

1 < X < X2 < X3 < . . .

(3)(Dickson)对于任何由单项式组成的非空集合 T , 则存在有限集合
S ⊆ T 使得

∀t ∈ T, ∃s ∈ S, f ∈ R, s. t. t = sf

如图12.5. (提示: 任意选择一个元素进入 S, 然后会发现被 s 杀掉的 t“维
数” 降低了, 用归纳法, 如图12.5. )

图 12.5: Dickson 定理

(4) 多项式序是良序. (提示: 显然 t = sf 蕴含 s ≤ t, 故只要找 (3) 中
有限子集的最小元. )



第十三章 格的基本概念

本章是对格的讨论.

13.1 格的定义与例子

定义 13.1 (偏序定义) 已知非空集合 L 和 L 上偏序 ≤ 组成的对 (L,≤),
满足

Lat1 ∀a, b ∈ L, a, b 的下确界 inf(a, b) 存在.

Lat2 ∀a, b ∈ L, a, b 的上确界 sup(a, b) 存在.

则称 (L,≤) 为格 (lattice) .

定义 13.2 (代数定义) 已知非空集合 L 和 L 上封闭的二元运算, 交∧,
并∨, 组成的对 (L,∧,∨), 满足

Lat1 a ∧ b = b ∧ a (交换律)

a ∨ b = b ∨ a

Lat2 (a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c) (结合律)

(a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c)

Lat3 a ∧ a = a (幂等律)

a ∨ a = a

278
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Lat4 (a ∨ b) ∧ a = a (吸收律)

(a ∧ b) ∨ a = a

则称 (L,∧,∨) 为格 .

定理 13.3 以上两个定义 (13.1) 和 (13.2) 是等价的, 具体来说,

• 对于偏序定义 (13.1) 的格 (L,≤), 通过定义

a ∧ b = inf(a, b) a ∨ b = sup(a, b)

这定义了一个代数定义的格.

• 对于代数定义 (13.2) 的格 (L,∧,∨), 通过定义

x ≤ y : ⇐⇒ x ∧ y = x ⇐⇒ x ∨ y = y

这定义了一个偏序定义的格.

• 且二者互逆.

证明 对于偏序定义的格, 需要验证命题面上定义的 ∧,∨ 满足 (13.2) 四
条性质.

交换律 a ∧ b = inf(a, b) = inf(b, a) = b ∧ a, 另一条是类似的.

结合律 (a ∧ b) ∧ c = inf(a, b, c) = a ∧ (b ∧ c), 另一条是类似的.

幂等律 a ∧ a = inf(a, a) = inf(a) = a, 另一条是类似的.

吸收律 (a ∨ b) ∧ a = inf(a ∨ b, a) = a, 因为

(i)

a ≤ a ∨ b

a ≤ a
(ii)

x ≤ a ∨ b

x ≤ a
⇐⇒ x ≤ a

同样, 另一条是类似的.
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对于代数定义定义的格, 需要先验证命题面上定义的 ≤ 是偏序, 且满足
(13.1) 性质. 首先注意到利用吸收律

x ∧ y = x ⇒ x ∨ y = (x ∧ y) ∨ y = y ⇒ . . .⇒ x ∧ y = x

故偏序为良定义, 下面的性质都是对偶的.

自返性 a ≤ a ⇐⇒ a ∧ a = a.

传递性 a ≤ b, b ≤ c ⇐⇒ a ∧ b = a, b ∧ c = b, 于是

c ∧ a = c ∧ (a ∧ b) = a ∧ (b ∧ c) = a ∧ b = a ⇐⇒ a ≤ c

反对称性 a ≤ b, b ≤ a ⇐⇒ a ∧ b = a, b ∧ a = b ⇒ a = b.

上下确界存在 inf(a, b) = a ∧ b, 因为

(i)
{
a ∧ b ≤ a ⇐⇒ (a ∧ b) ∧ a = a ∧ b
a ∧ b ≤ b ⇐⇒ (a ∧ b) ∧ b = a ∧ b

(ii) 若
{
x ≤ a ⇐⇒ x ∧ a = x

x ≤ b ⇐⇒ x ∧ b = x
则

(x ∧ a) ∧ (x ∧ b) = x ∧ x⇒ x ∧ (a ∧ b) = x ⇐⇒ x ≤ a ∧ b

另一方面则是对偶的.

最后, 关于互逆, 这不难验证. �
以上结果说明我们在谈论格的时候, 可以同时使用 ≤,∧,∨ 作为语言,

二者之间重要的关系是下面的单调性.

命题 13.4 (单调性) 已知格 L, a, b, c ∈ L, 则

a ≤ b⇒ a ∧ c ≤ b ∧ c a ≤ b⇒ a ∨ c ≤ b ∨ c

即 ∗ ∧ c 和 ∗ ∨ c 都是单调的.
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证明 若 a ≤ b, 则

(a ∧ c) ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c = a ∧ c

即 a ∧ c ≤ b ∧ c. 对偶的一面是类似的. �

例 13.5 (幂集格) 已知集合 X, 幂集 2X 作成一个格, 偏序为包含 ⊆, 交
并为 ∩,∪. 如图13.1.

{1, 2, 3}
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图 13.1: 2{1,2,3} 的 Hasse 图

格的代数定义中正是 (1.14) 中交并性质的前 4 条, 从这个意义上看,
格似乎是为幂集量身定制的, 交和并的称呼也源于此.

例 13.6 (全序格) 已知全序集 X, 则 X 作成一个格, 偏序为全序, 交并
为取最小值和取最大值. 以 Z 上的 ≤ 为例, 如图13.2.

例 13.7 (正整数格) 正整数 N∗ 作成一个格, 偏序为整除 |, 交和并为最大
公约数和最小公倍数, 如图13.3.

例 13.8 (线性空间的子空间) 已知线性空间 V , V 的所有子空间作成一
个格, 偏序为包含 (也即子空间)⊆, V1, V2 的交和并分别为

V1 ∩ V2 V1 + V2
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图 13.3: 30, 36, 60 的因数的 Hasse 图

更一般地, 对于 R-模 M , M 的子模作成一个格, 偏序为包含 (即子模)⊆,
M1,M2 的交和并分别为

M1 ∩M2 M1 +M2

例 13.9 (群的子群) 已知群 G, 所有 G 的子群组成的集合作成一个格,
偏序为 ⊆, H,K 的交和并分别为

H ∩K ⟨H ∪K⟩

后者是 H ∪K 生成的子群, 参见 (9.28). 以对称群 S3 为例, 见图13.4.

例 13.10 (群的正规子群) 已知群 G, 所有 G 的正规子群组成的集合作
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S3

〈(23)〉 〈(13)〉 〈(12)〉

〈(1)〉

A3

图 13.4: S3 子群的 Hasse 图

成一个格, 偏序为包含 ⊆, N,K 的交和并分别为

N ∩K N ·K

例 13.11 (格的直和) 对于格 L1, L2, L1 × L2 是一个格, 交和并为

(a, b) ∧ (x, y) = (a ∧ x, b ∧ y) (a, b) ∨ (x, y) = (a ∨ x, b ∨ y)

例如图13.5.

图 13.5: N× N 的 Hasse 图

格的直和的 Hasse 图形状成为一张格点组成的网, 这是格得名的原
因.

例 13.12 (二进制数串) n 位二进制数串作成一个格, 交和并为与 (and)
和或 (or).



284 第十三章 格的基本概念

事实上, 对于 1 位二进制数 B = {0, 1}, 定义偏序

0 ≤ 0 0 ≤ 1 1 ̸≤ 0 1 ≤ 1

则 n 位二进制数正是

Bn = B ×B × . . .×B

参见图13.6.
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图 13.6: 3 位二进制串的 Hasse 图

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 13.1 (半格) 在偏序定义 (13.1) 中, 若只有 (1), 则称 L 为下半格 ;
若只有 (2), 则称 L 为上半格 .
在代数定义 (13.2), 若只有 (1)(2)(3) 前半部分, 则称 L 为 交半格 ;

若只有 (1)(2)(3) 后半部分, 则称 L 为并半格 .
求证: 下半格等价于交半格; 上半格等价于并半格.

习题 13.2 求证: 格的极大元即最大元.

习题 13.3 对于格 B, 定义对角映射 ∆ 和并 ∨

∆ : B −→ B ×B

x 7−→ (x, x)

∨ : B ×B −→ B

(x, y) 7−→ x ∨ y

求证: (∆,∨) 是 B,B ×B 的 Galois 联络.
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A 刁题 13.4 定义格 B 中满足

p = a ∨ b⇒ p = a 或p = b

的 p 为不可约 (irreducible) 元 . 有最小元 0 的格, 定义满足

(0, p) := {x ∈ B : 0 < x < p} = ∅

的 p 称为原子 (atom) . 回答下列问题:
(1) 若格 L 有最小元 0, 求证: 原子一定是不可约元. 反之则不然 (举

出反例).
(2) 若格 L 满足降链条件, 求证:

∀x ∈ R, ∃不可约元p1, p2, . . . , pn, s. t. x = p1 ∨ p2 ∨ . . . ∨ pn

13.2 子格, 理想与滤子

定义 13.13 (子格) 若格 L 的一个非空子集 S 对 L 的运算 (指的是交和
并) 也成为一个格, 那么称 S 为 L 的子格 (sublattice) .

显然, 和所有代数结构一样, 对于子结构有如下判定定理.

命题 13.14 (子格判定定理) 格 L 的一个非空子集 S, S 是 L 子格的充

要条件是

∀a, b ∈ S ⊆ L, a ∧ b, a ∨ b ∈ S

下面介绍两种特殊的子格, 这两个概念将在更深入的学习中遇到.

定义 13.15 (理想) 已知格 L, 非空子集 S ⊆ L 满足:

Ideal1 x ≤ y ∈ S ⇒ x ∈ S. (向下封闭性)

Ideal2 x, y ∈ S ⇒ x ∨ y ∈ S. (向上封闭性)

则称 S 为一个理想 (ideal) . 若只满足 (1), 则称为序理想 (order
ideal) .
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称为理想的原因就是因为在更早的记号中,通常记 x∧y = x∗y, x∨y =

x⊕ y, 在加法和乘法的意义下, 这个定义将完全类似于环中的理想的定义.

定义 13.16 (滤子) 已知格 L, 非空子集 S ⊆ L 满足:

Filter1 x ≥ y ∈ S ⇒ x ∈ S. (向上封闭性)

Filter2 x, y ∈ S ⇒ x ∧ y ∈ S. (向下封闭性)

则称 S 为一个滤子 (filter) .

滤子是理想的对偶概念, 在拓扑中将有应用.

命题 13.17 已知格 L, 关于子格有如下性质:

(1) 任何一个闭区间 [a, b], 理想, 滤子都是一个子格.

(2) S, T ≤ L, 则 S ∩ T ≤ L.

� 补充 13.18 (理想的意义) 一般而言, 对于一个格 L, 理想 I ⊆ L 中的成

员通常意味着某种意义下的 “小”.
例如, 我们可以在欧氏空间 Rn 上定义Jordan 零测集

A 是 Jordan 零测集 ⇐⇒ inf


m∑
i=1

m(Si) :

正整数 m,
Si 是闭长方体,

A ⊆
n∪

i=1

Si

 = 0

其中 m(Si) 是长方体的体积. 即 “体积为 0” 的那些集合. 例如, 对于 R2

中的连续可微曲线总是 Jordan 零测集1. 交给读者去验证, 全体 Jordan
零测度集 J 是 2R 的理想.

1具体来说, 设连续可微曲线 (x(t), y(t)), 假设

−M < x(t), y(t), x
′
(t), y

′
(t) < M

注意到若 t 变动 ∆t, x, y 至多变动 M∆t(Lagrange 中值定理), 固定 ∆t, 这条曲线可以用一族边长
为 2M∆t 的正方体覆盖, 这样的正方体只需要 1

∆t
这么多, 故总体积可以估计为 4M2∆t, 只要 ∆t

足够小, 总面积就足够小.
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这样回看理想的定义, 在这个例子中的意义就是说, 有限个面积为 0

的集合的并面积还是为 0, 面积为 0 的集合的子集的面积还是 0.
再例如, 全体有限集合也构成一个理想, 交给读者去补充细节.

� 补充 13.19 (滤子的意义) 对比于理想, 滤子的意义就应该是某种意义下
的 “大”. 例如对于集合 X, x ∈ X, 全体含 x 的集合构成一个滤子. 也就
是说, “x 很重”, 含 x 的集合就很 “大”.
类似地, 回忆 (6.11), 对于拓扑空间 X, x ∈ X, x 的全体邻域 Fx 是

一个滤子, 换句话说, Fx 就是那些 “围着 x 转的集合”.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

问题 13.5 我们下面介绍一些滤子的语言.
在拓扑空间 X 中, 我们重新定义滤子指的是非平凡滤子 , 即不等于

2X 的滤子, 即滤子不含空集.
定义拓扑空间的滤子 F收敛到 x ∈ X 当 x 的任何邻域都在 F 之中.
(1) 若子集 S ⊆ 2X \ {∅}, 满足有限交性质

∀U, V ∈ S, U ∩ V ̸= ∅

求证: 存在滤子 F ⊇ S.
(2)求证: 任何滤子 F至多收敛到一个点 ⇐⇒ X 是 Hausdorff空间.

(提示: 否则, 假设有滤子收敛到两个点 x, y, 这样任何 U ∈ Fx, V ∈ Fy, 根
据 ∅ /∈ F, 矛盾. 反之, 若 x, y 不能分离, Fx ∪ Fy 将会生成一个滤子, 这个
滤子收敛到 x, y.)

(3) 求证: 对于子集 A ⊆ X, x ∈ A ⇐⇒ 存在滤子 F ∋ A 收敛到 x.
(提示: 具体来说, Fx 加入 A 是无害的, 因为任何 U ∈ Fx, U ∩ A ̸= ∅. 反
之, 若 U ∈ Fx 使得 U ∩A = ∅, 那么与 U ∈ F 以及 A ∈ F 矛盾.)

(4) 求证: 任何滤子 F 都存在一个滤子 G ⊇ F 使得 G 收敛 ⇐⇒ X

紧致. (提示: 假设开覆盖 {Ui}i∈I 无有限子覆盖, 则 {U c
i }i∈I 有限交非空,

从而生成一个滤子 F, 假设 G ⊇ F 收敛到 x, 假设 x 被 Ui 覆盖, 但这样,
Ui 与 U c

i 同时落入 G, 矛盾. 反之, 若滤子 F 不满足条件. 则对任意 x, 存
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在 Ux ∈ Fx 以及 Vx ∈ F, 使得 Ux ∩ Vx = ∅, 这样 Ux 形成开覆盖, 可以选
出有限个, 设为 Uxi

, 这样 Vxi
的交为空集, 与 F 是滤子矛盾. )

A 刁题 13.6 我们再介绍一下网的语言. 更直接地对极限的推广是网
(net) .
先定义有向 (directed) 集为一个预序集 2(D,≤), 使得

∀i, j ∈ D, ∃k ∈ D, s. t. i ≤ k, j ≤ k

即, 总可以找到比有限个元素更大的元素. 显然, 格是一个有向集.
对于拓扑空间 X, 一个网是一个有向集到 X 的映射, 对于一个网

(xi)i∈D, 称其收敛到 x ∈ X 当

∀x 的邻域U,∃I ∈ D, ∀i ≥ I, xi ∈ U

网和滤子可以互相转化如下.
(1) 对于网 {xi}i∈D, 记

F = { A ⊆ X : ∃i ∈ D, ∀j ≥ i, xj ∈ A }

即 {xi}“终于” 的集合. 这是一个滤子. 验证: F 收敛到 x ⇐⇒ {xi} 收敛
到 x.

(2) 对于滤子 F, 记有向集

D = {(F, x) : x ∈ F ∈ F} (F, x) ≤ (G, y) ⇐⇒ F ⊆ G

网定义为投影映射
[
D (F,x) 7→x→ X

]
. 验证: F 收敛到 x ⇐⇒ 这个网收敛

到 x.

问题 13.7 (超滤子) 已知集合 X, 幂集格 (2X ,⊆) 上极大的非平凡滤子

(即不等于 2X) 称为超滤子 (ultrafilter) .
(1) 对于滤子 F, 求证: F 是超滤子当且仅当

A ∈ F ⇐⇒ Ac /∈ F

(2) 求证: 任何滤子 F, 都存在超滤子 G ⊇ F. (提示: Zorn 引理. )
2即不要求反对称性, 参见习题5.12
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习题 13.8 对于拓扑空间 X, 记

C = {A ⊆ X : A 紧致}

求证: C 是一个理想.

13.3 同态, 同构

定义 13.20 (同态, 同构) 已知格 L, S, 映射 φ : L→ S,

• 若 φ 单调, 则称 φ 是序同态 .

当 φ 是双射时, 且 φ−1 也单调, 则称 φ 是序同构 .

• 称 φ 为 L 到 S 的交同态当 φ(x ∧ y) = φ(x) ∧ φ(y).

当 φ 为双射时, 称 φ 是 L 到 S 的交同构 .

• 称 φ 为 L 到 S 的并同态若 φ(x ∨ y) = φ(x) ∨ φ(y).

当 φ 为双射时, 称 φ 是 L 到 S 的并同构 .

• 若 φ 既是交同态也是并同态, 则称 φ 为 L 到 S 的格同态 .

当 φ 为双射时, 称 φ 是 L 到 S 的格同构 .

如图13.7所示, 第一个映射是序同态映射, 第二个是并同态映射, 第三
个是交同态映射, 第四个是格同态映射.

图 13.7: 格的同态

命题 13.21 已知格 L, 关于各种同态的关系如下:
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(1) 若 φ 是交同态或并同态, 则 φ 是序同态.

(2) 若 φ 是序同态, 则

φ(x ∧ y) ≤ φ(x) ∧ φ(y) φ(x ∨ y) ≥ φ(x) ∨ φ(y)

证明 (1) 因为序可以用交或并来表示

x ≤ y ⇐⇒ x ∧ y = x ⇐⇒ x ∨ y = y

所以保交 (并) 必保序, 故交 (并) 同态蕴含序同态.
(2) 因为x ∧ y ≤ x ⇒ φ(x ∧ y) ≤ φ(x)

x ∧ y ≤ y ⇒ φ(x ∧ y) ≤ φ(y)
⇒ φ(x) ∧ φ(y)

另一则是对偶的. �

定理 13.22 已知格 L, S, φ : L→ S, 则

φ 是序同构 ⇐⇒ φ 是交同构 ⇐⇒ φ 是并同构 ⇐⇒ φ 是格同构

证明 交同构 ⇒ 序同构, 因为交同态是序同态, 且是双射.
序同构 ⇒ 交同构. 分别对 φ 和 φ−1 用 (13.21) 得到

φ(x ∧ y) ≤ φ(x) ∧ φ(y) φ−1(a ∧ b) ≤ φ−1(a) ∧ φ−1(b)

代入 a = φ(x), b = φ(y), 得到

φ−1(φ(x) ∧ φ(y)) ≤ x ∧ y

再作用以 φ 得证. �

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 13.9 求证: 闭包映射是交同态. (提示: 此即 (12.29) 的有限版本. )
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本章我们来介绍更多的格.

14.1 完备格

定义 14.1 (完备格) 对于偏序集 L, 若任何非空子集 S ⊆ L, 都存在上确
界和下确界则称 L 为完备格 (complete lattice) . 显然, 此时 L 有最大

元和最小元, 我们记为 0, 1.
方便起见, 记 S ⊆ L 的上下确界分别为∨

s∈S

s
∧
s∈S

s

并约定 S = ∅ 时, 上确界为 0, 下确界为 1.

例 14.2 根据确界原理, 扩充实数集 R ⊔ {±∞} 是完备格.

例 14.3 完备格的最典型例子是幂集格, 因为我们定义过无穷个集合的交
与并, 交和并不必是有限的, 从而集合族 F ⊆ 2X 的上确界和下确界为∪

A∈F

A
∩
B∈F

B

下面我们会看到, 我们可以诉诸幂集来将一般的偏序集完备化.

定理 14.4 (完备格判定定理) 已知偏序集 L, L 是完备格的充要条件是 L

有最大元, 且任何非空子集 S ⊆ L, 下确界 infS 存在.

291



292 第十四章 更多的格

证明 必要性是显然的. 下面证明充分性, 我们证明任意非空子集 S 都存

在上确界. 不妨假设 S ̸= L, 从而 S 的上界集合

U = {x ∈ L : ∀s ∈ S, s ≤ x} ̸= ∅

故有下确界 a, 我们证明 a 是 S 的上确界. 因为(i) ∀s ∈ S, ∀u ∈ U, s ≤ u ⇒ s ≤
∧

u∈U u = a

(ii) 若∀s ∈ S, s ≤ x ⇒ x ∈ U ⇒ a ≤ x

命题得证. �

命题 14.5 对于偏序集 L, 闭包映射 φ, 则

L 是完备格 ⇒ φ(L) 是完备格

证明 此即 (12.29), 也可根据 (14.4) 以及 (12.29) 下确界的部分推出. �
� 补充 14.6 (MacNeille 定理) 每个偏序集 X 都可以嵌入到一个完备格

中. 且对任何子集 S ⊆ X 若上或下确界存在, 则保持.
具体来说, 对任何子集 S ⊆ X, 作下界集合和上界集合

L(S) = {x ∈ X : ∀s ∈ S, x ≤ s} U(S) = {x ∈ X : ∀s ∈ S, s ≤ x}

显然,

S ⊆ T ⇒

L(S) ⊇ L(T )

U(S) ⊇ U(T )
S ⊆

U(L(S))

L(U(S))

于是 (L(∗), U(∗)) 是 2X 到 2X 的一个 Galois 联络, 根据 (12.32)L ◦U 是
闭包映射, 而幂集格 2X 是完备的, 根据 (14.5),

X := L(U(2X)) = {S ⊆ X : S = L(U(S))}

关于包含关系 ⊆ 也是完备的. 我们证明, 透过

ℓ : X −→ X y 7−→ L({y}) = {x ∈ X : y ≤ x}

X 嵌入 X. 首先, ℓ 是单调单射, 因为 ℓ(x) 的唯一最大元就是 x. 下面证
明保上下确界的命题.



14.1 完备格 293

• 假设 S ⊆ X 有下确界 a, 那么我们断言
∩

s∈S ℓ(s) = ℓ(a) ∈ X, 因为

x ∈
∩
s∈S

ℓ(s) ⇐⇒ ∀s ∈ S, x ≤ s ⇐⇒ x ≤ a

• 假设 S ⊆ X 有上确界 b, 那么我们断言 ℓ(b) 是 ℓ(S) 的上确界, 首
先, 显然 ℓ(b) 是 ℓ(S) 的上界. 其次, 若 T = L(U(T )) ∈ X 是 ℓ(S)

的上界, 则

∀s ∈ S, s ∈ ℓ(s) ⊆ T i. e. S ⊆ T

根据 b 是上确界, 而1 U({b}) = U(S). 这样,

U({b}) = U(S) ⊇ U(T ) ⇒ L(U({b})) ⊆ L(S(T )) = T

而2 L(U({b})) = ℓ(b),

命题得证.
MacNeille 定理正是Dedekind 分割所作工作的推广. 对有理数 Q

实行如上操作之后将会得到 R ⊔ {±∞}, 为了得到我们常用的 R, 后续的
工作还包括定义加法和乘法并验证运算律.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

问题 14.1 (Knaster–Tarski 不动点定理) 已知完备格 L, f : L → L 是

单调递增的, 求证:
∃a ∈ L, s. t. a = f(a)

(提示: 取 a = sup{x ∈ L : x ≤ f(x)}, 因为对任何 x ≤ f(x) 有 x ≤ a, 则
x ≤ f(x) ≤ f(a), 从而 a ≤ f(a). 又 f(a) ≤ f(f(a)), 从而 f(a) ≤ a. )

问题 14.2 回忆序拓扑 (6.47), 求证: 全序集 L 是完备格 ⇐⇒ 对应序拓

扑是紧致的. (提示: 用 Alexander 子基定理 (8.20) 证明紧致. 反之, 利用
(14.4). 先证明存在最小元, 然后, 不难验证上界集是紧致的, 从而说明有
最小元, 即有上确界. )

1因为 ∀s ∈ S, s ≤ x ⇐⇒ b ≤ x.
2因为 x ≤ b ⇒ ∀y ≥ b, x ≤ y

y=b⇒ x ≤ b.
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14.2 模格

下面对格的讨论则会代数一些.

定义 14.7 (模格) 已知格 L, 若

∀a ≥ c, a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ c

则称 L 为模格 (modular lattice)或Dedekind 格 .

而由于对于任何格 L 而言, 若 a ≥ c, 有

a∧ (b∨ c) ≥ (a∧ b)∨ c ∵

a ∧ b ≤ b ⇒ (a ∧ b) ∨ c ≤ b ∨ c

c ≤ a ⇒ (a ∧ b) ∨ c ≤ (a ∧ b) ∨ a = a

故当验证一个格是模格时, 只需要验证反方向.

例 14.8 已知群 G, G 的全体正规子群作成模格. 正规子群的交并分别是

N ∧K = N ∩K N ∨K = NK

其是模格的证明就是 Dedekind 法则, 参见习题9.11. 这也是模格被称为
Dedekind 模的原因.

例 14.9 已知线性空间 V , V 的全体子空间作成模格. 子空间的交并分别
是

U ∧W = U ∩W U ∨W = U +W

其证明与群论无异. 更一般地, 对于 R-模 M , M 的全体子模作成模格.
这也是模格得名的原因.

命题 14.10 格 L 是模格的充分必要条件是对任何 b ∈ L

a ≥ c, (a ∨ b = c ∨ b, a ∧ b = c ∧ b⇒ a = c)
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证明 必要性. 因为此时

a
吸收律
= a ∧ (b ∨ a) = a ∧ (b ∨ c) 模性= (a ∧ b) ∨ c = (c ∧ b) ∨ c 吸收律= c

充分性. 记
L := a ∧ (b ∨ c) ≥ (a ∧ b) ∨ c =: R

我们要证明 L = R, 此时

L ∨ b = a ∧ (b ∨ c) ∨ b ≤ a ∨ b R ∨ b = (a ∧ b) ∨ (c ∨ b) = a ∨ b

从而 L∨ b = R∨ b, 同理, 对偶地, L∧ b = R∧ b, 再用条件知 L = R, 命题
得证. �

推论 14.11 (模格的判定) 一个格 L是模格的充分必要条件是不含图14.1中
的子格 N5

1

0

c
a

b

图 14.1: N5

证明 这就是 (14.10) 的 Hasse 图的同义反复, 习题见. �

� 补充 14.12 (Dedekind 转置原则) 对于模格 L, a, b ∈ L, 则

[a ∧ b, a] oo 1:1 // [b, a ∨ b]
c � // c ∨ b

d ∧ a oo � d

因为

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ c = c (d ∧ a) ∨ b = d ∧ (a ∨ b) = d
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c

d

d ∧ b

a ∨ b

b

a ∧ b

c ∨ a

a

图 14.2: Dedekind 转置原则

这被称为Dedekind 转置 (transposition) 原则 . 这和群同构第二定理
有异曲同工之妙, 参见 (9.43). 如图14.2.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 14.3 证明 (14.11).

习题 14.4 在模格 L 有最大, a ≤ b ∈ L, 对于 x ∈ L, 若存在 y ∈ L 使得

x ∧ y = a x ∨ y = b

则称 x 在 [a, b] 中可补的. 求证: 若 x ∈ [c, d] ⊆ [a, b], 则 x 在 [a, b] 中可

补, 则必在 [c, d] 中可补. (提示: 类似习题9.37. )

A 刁题 14.5 (蝴蝶引理, Zassenhaus 定理) 已知模格 L, a ≤ A, b ≤ B, 求
证:

[a ∨ (A ∧ b), a ∨ (A ∧B)] ∼= [(B ∧ a) ∨ b, (A ∧B) ∨ b]
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(提示: 证明都与 [(A ∧ b) ∨ (B ∧ a), A ∧B] 同构, 参见下图)

A B

a ∨ (A ∧B)

SSS
SSS

S
(B ∧A) ∨ b

kkkk
kkk

A ∧B

a ∨ (A ∧ b)

uu
uu
uu RRRR

RRR
(B ∧ a) ∨ b

HH
HH

HH
llll

lll

a

==
==

==
==

= (A ∧ b) ∨ (a ∧B)

KK
KK

KK
KK

KK
K

ss
ss
ss
ss
ss
s

b

��
��
��
��
�

a ∧B A ∧ b

14.3 分配格

定义 14.13 (分配格) 已知格 L, 若

∀a, b, c ∈ L, a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)
a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)

则称 L 为分配格 (distributive lattice) .

与模格类似, 由于对于任何格 L 而言, 有

a ∧ (b ∨ c) ≥ (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∵

a ∧ (b ∨ c) ≥ a ∨ b

a ∧ (b ∨ c) ≥ a ∧ c

又因为当 a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) 成立时,

(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) = [(a ∨ b) ∧ a] ∨ [(a ∨ b) ∧ c]
= a ∨ [(a ∧ c) ∨ (b ∧ c)]
= [a ∨ (a ∧ c)] ∨ (b ∧ c)
= a ∨ (b ∧ c)
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故只要验证 a ∧ (b ∨ c) ≤ (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) 即可. 对偶地, 或者只需要验证
a ∨ (b ∧ c) ≥ (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) 即可.

命题 14.14 分配格一定是模格.

证明 当 a ≥ c 时, a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) = (a ∧ b) ∨ c. �

例 14.15 已知集合 X, 幂集格 2X 是分配格, 因为

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

例 14.16 全序集是分配格, 因为

max(a,min(b, c)) = min(max(a, b),max(a, c))

例 14.17 (N, |) 是分配格, 因为

[a, (b, c)] = ([a, b], [a, c])

其中 (∗, ∗), [∗, ∗] 分别表示最大公约数和最小公倍数.

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

问题 14.6 对于格 L, 求证: L 是分配格当且仅当对任何 a, b, c ∈ L

(a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a) = (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) ∧ (c ∨ a)

(提示: 首先, 这意味着 L 是模格, 然后, 两边同时交 a 用模性一阵计算. )

A 刁题 14.7 对于幺环 R, 若 R 的所有左理想都是作为模的直和项, 求证:
R 的全体理想组成的格是分配格. (提示: 证明任意两个理想 I, J 都有

I · J = I ∩ J , 然后归结为乘法加法的分配律, 当然, 其中需要一些习
题14.4类似的操作. )
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14.4 Boole 代数

定义 14.18 (有补格) 已知格 L, 有上下界 1, 0,

∀a ∈ S, ∃a′ ∈ S, s. t. a ∧ a′ = 0, a ∨ a′ = 1

则称 L 为有补 (complement) 格 . a′ 称为 a 的补 .

例 14.19 有限维线性空间 V 的子空间格是有补格, W 的补是 W ′, 使得
W ⊕W ′ = V .

例 14.20 已知集合 X 的幂集格 2X 是有补格, S ⊆ X 的补是 X − S.

例 14.21 已知 n 位二进制数串作成一个有补格, 一串二进制码的补为取
非 not.

下面, 我们介绍 Boole 代数.

定义 14.22 (格定义) 已知格 B, 有上下界, 分配, 有补, 则称 B 为Boole
代数 .

如果对一个 x ∈ B 有两个补 x′, x′′, 则

x′ = x′ ∧ 1 = x′ ∧ (x ∨ x′′) = (x′ ∧ x) ∨ (x′ ∧ x′′) = x′ ∧ x′′

故 x′ ≤ x′′, 同理 x′′ ≤ x′, 故 x′ = x′′, 故 x 的补是唯一的.
下面, 我们直接假定, x′ 为 x 的补, 上下界为 0, 1.
Boole 代数也有De Morgan 律 ,

(x ∧ y)′ = x′ ∨ y′ (x ∨ y)′ = x′ ∧ y′

这只需要直接验证.

定义 14.23 (环定义) 已知幺环 B, 每个元素都幂等 (即 ∀r ∈ B, r2 = r),
则称 B 为Boole 代数 .
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直接代入 r = 2 立刻得到 2 = 0, 故在幺环 B 的特征是 2. 然
后 (x + y)2 = x2 + xy + yx + y2 = x + y 得到 xy + yx = 0, 得到
xy = (0 − 1)yx = (2 − 1)yx = yx 故是交换环. 这是我们早在习题10.1就
已经知道的.

定理 14.24 以上两个定义 (14.22) 和 (14.23) 的定义是等价的. 具体来
说,

• 对于格定义 (14.22) 的格 B, 则

x+ y := (x′ ∧ y) ∨ (x ∧ y′) x · y := x ∧ xy 0 = 0, 1 = 1

是环定义的格.

• 对于环定义 (14.23) 的格 B, 则

0 = 0, 1 = 1 x ∧ y = xy x ∨ y = x+ y + xy x′ = 1− x

是格定义的格.

• 二者互逆.

证明 证明分很多步.

• 格定义 ⇒ 环定义.

加法 加法结合是因为

(a+b)+c = (a∧b∧c)∨(a′∧b′∧c)∨(a∧b′∧c′)∨(a′∧b∧c′) = a+(b+c)

零元为 0. a 的加法逆元为 a 本身, 因为 a+ a = 0, 显然加法交
换.

乘法 乘法结合, 交换显然, 乘法显然幺元 1.. 乘法分配是因为

ab+ ac = ((a ∧ b)′ ∧ (a ∧ c)) ∨ ((a ∧ b) ∧ (a ∧ c)′)
= ((a′ ∨ b′) ∧ a ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ (a′ ∨ c′))
= (b′ ∧ a ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ c′)
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a(b+ c) = a ∧ ((b′ ∧ c) ∨ (b ∧ c′))
= (a ∧ b′ ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ c′)

幂等 显然, 因为 a2 = a ∧ a = a.

• 反之, 环定义 ⇒ 格定义. 我们已经知道这个环是特征为 2 的交换环.

结合律 (a ∧ b) ∧ c = abc,
(a ∨ b) ∨ c = 1− (1− a)(1− b)(1− c).

幂等律 a ∧ a = a2 = a,
a ∨ a = a+ a− a2 = a.

吸收律 (a ∨ b) ∧ a = (a+ b− ab)a = a+ ab− ab = a,
(a ∧ b) ∨ a = ab+ a− aba = a.

上下界 a ∧ 0 = a0 = 0,
a ∨ 1 = a+ 1− a = 1.

有补 a ∧ (1− a) = a(1− a) = 1,
a ∨ (1− a) = a+ (1− a)− a(1− a) = 1.

分配 a ∨ (b ∧ c) = a+ bc− abc,
(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) = (a+ b− ab)(a+ c− ac) = a+ bc− abc.

• 二者互逆的事实是不难验证的.

证明完毕. �

例 14.25 最简单的 Boole 代数是 F2, 这就是二进制码, 具体来说, 偏序是
0 < 1.

例 14.26 已知集合 X, 幂集格 2X 构成 Boole 代数, 作为环的加法为对
称差 (参见习题1.9).
其中的妙处在于可以通过特征函数, 将 2X 视为 FX

2 , 即 X 那么多的

F2 的直积, 交给读者去验证这两者是一致的.
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例 14.27 n 为二进制码构成 Boole 代数, 作为环的加法为异或 (xor)

xor :

a b a xor b
0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

≫≫≫ 习题 ≪≪≪

习题 14.8 求证: 有限阶 Boole 代数的阶一定是 2 的方幂. (提示: 事实
上, 可以视为 F2 线性空间. )

习题 14.9 存在 Boole 代数不同构于幂集格. (提示: 任意选择某个可数集
合的有限子集, 它们是可数的 Boole 代数. 但是不会有集合的幂集是可数
集. )
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本部分的目的已经在导言部分陈述. 由于专门讨论偏序的材料有限,
这里不拟推荐教材.
以下是分条目评注.
习题12.1介绍了反链 , 以及一系列关于反链的组合性质. 证明的思路

是Galvin给出的漂亮的证明. 参见 [34]P98§9.1, P40§4.2.
习题12.2介绍了Erdös-Szekers 定理 , Seidenberg给出了更为漂亮

的证明, 参见 [34]P38 §4.2.
习题12.7介绍了一个著名悖论, 将朴素的概率观打破 (而不是干掉了

Hilbert 第一问题). 真正的原因在于我们无法衡量集合 {(x, y) : y < x} 的
“面积”, 即便对固定的 x, {y : y < x} 和对固定的 y, {x : y < x} 都是 “可
测” 的. 这个问题有一个离散版本, 我们将同样的游戏放倒 Z>0 上, 对固
定的 n, 只有有限个 m 使得 m < n, 如果采取朴素观点 m < n 的概率应

当为 0.
习题12.8改编自Sierpinski的结论, 参见 [47] P54.
习题12.9介绍了Artin 模 , Noether 模 , 这都可以看为对模的有限

性的限制, 因此这是两类非常重要的模.
闭包映射 (12.22) 和Galois 联络 (12.30) 很少出现在集合论的书籍之

中, 几个比较可靠的来源是 [43] P95 §IV.5, 以及各种格论的材料在介绍完
备格的时候, 如 [25] P544 §XIV.2, [17]P65 §IV.6 或 [24] §II.3.13.
习题12.11, 习题12.13, 习题12.14, 习题12.15, 是 Galois 联络的几个简

单应用, 这些结论来自作者在具体问题中的抽象, 所以可能未见于任何资

303
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料.
习题12.18介绍了Moore 族 . 作者并未找到恰当的参考, 参见wiki:

Moore family.
习题12.17介绍了理想的根式 , 这是交换代数中的经典考虑, 参见 [14]

P14 (3.22) 或 [15]P8.
习题12.19将补空间视作一种 Galois 联络, 需要注意的是, 如果不是有

限维空间, 一般没有 (W⊥)⊥ =W . 例如考虑空间

ℓ2 =

{
(ai)

∞
i=1 :

∞∑
i=1

|ai|2 <∞

}

考虑 ei = (0, . . . , 1︸︷︷︸
i

, 0, . . .), 记 {ei}∞i=1 张成的子空间为 W , 因为其张成

的子空间时有限的线性组合, 故 W ̸= ℓ2. 此时内积定义为

⟨ (ai) , (bi) ⟩ =
∞∑
i=1

aibj

这样容易得到 W⊥ = {0}, 故 (W⊥)⊥ = ℓ2 ̸= W . 读者可能会认为用 “无
限” 线性组合不就可以了. 但是, 在没有定义无穷加法的时候, 我们只能做
有限的线性组合. 但是, 如果赋予一定的拓扑结构, 有了收敛性, 就可以谈
论这一性质了, 在 Hilbert 空间的情况参见 [20] P10 2.9.
习题12.20介绍了两个理想的商, 这也是交换代数的考虑, 参见 [15]P8,

或 [14] P152 (25.1).
习题12.21介绍了代数几何的最初步的考虑, 实际上习题6.2保证闭包

映射 Z ◦ I 定义了一个拓扑, 根据习题12.15, 具体来说, Kn 上的闭集被定

义为全体 Z(I). 显然 ∅ = Z(K[X1, . . . , Xn]), Kn = Z({0}). 且

∩
i∈I

Z(Ii) = Z

(∑
i∈I

Ii

)
Z(I ∩ J) = Z(I) ∪ Z(J)

其中
∑
是 Ii 的加法组合. 这满足闭集公理, 这被称为 Kn 上Zariski 拓

扑 .

https://en.wikipedia.org/wiki/Moore_family
https://en.wikipedia.org/wiki/Moore_family


305

一般而言, 对于 X,Y 之间的 Galois 联络, 一个核心的问题如何刻画
X 对应的闭包映射, 而不依赖于 Y 的性质, 例如习题12.21中 Kn 的闭包

映射成为一种拓扑上的闭包, 而在 K[X1, . . . , Xn] 上情况如何呢? 代数几
何中基本的Hilbert 零点定理 (Nullstellensatz)断言在 K 是代数闭域

时, 其闭包映射正是习题12.17介绍的根式理想, 参见 [29] P4 1.3A. 证明参
见 [25]P307 §VII.10, [14] P90 (15.7) 或 [15]P69 17.
习题12.23介绍了另一个连通但不道路连通的拓扑空间, 我们提到的

第一个例子是拓扑学家的正弦曲线, 参见习题8.13. 这个新例子有一个几
何意义, 我们可以认为这个空间就是在 [0, 1] 的每个点上加上 [0, 1] 那么多

的无穷小, 假如记更有创造力的符号 x+ ϵy := (x, y), 这样

x1 + ϵy1 ≤ x2 + ϵy2 ⇐⇒ x1 < x2 或(x1 = x2, y1 ≤ y2)

这个新例子连通但不是道路连通的根本原因就是这条看着连通的道路 “太
长”, 而无法用一条直线那么长来度量. 因此, 天下或许确实有比脚更长的
路, 但这些都比不上数学家们的套路.
习题12.24我们介绍了单项式序 , 其本原的动机是为了推广带余除法

(10.42), 这里单项式序就是类比 “比较次数的大小” 的操作. 证明单项式
是良序除了这里经典的方法还有Hilbert 基定理的方法, Hilbert 基定理
的证明参见 [14]P98 (16.12) 或 [15]P81 7.5, 利用 Hilbert 基定理证明单项
式序是良序参见 [25] P149 §IV.12 12.2. 由此产生的Gröbner 基在计算
中非常有用, 简单的介绍可以参见 [36]P117 Chapter9.
我们给出了格的两种等价定义 (13.1) 和 (13.2), 这两种定义看似无

关, 实则等价, 这在数学中普遍存在, 例如等价关系和划分 (5.4), 拓扑的几
种等价刻画. 这种现象被 Garrett Birkhoff 称为隐态 (cryptomorphis-
m) . Boole 代数也是一种隐态.
在 (13.18) 我们介绍了Jordan 零测集 , 这是最为经典的 “测度”, 参

见 [6] 第二卷 P321 § 十三.4.a.
或许有些突兀, (13.9) 我们说明了一个群的子群作成一个格. 反过来

问, 假如两个群的子群作成的格同构, 这两个群是否同构? 答案是否定的,
可以在有限群中搜索找到答案, 参见 mo35455.

https://mathoverflow.net/questions/35455/does-subgroup-structure-of-a-finite-group-characterize-isomorphism-type
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在 (13.18) 我们介绍了理想的意义. 但在分析中更为常用的是实数幂
集格的σ-理想 , 即还要求对至多可数并封闭, 因为分析总是微妙地处理可
数性. 这在分析中更有用. 例如全体可数集就是一个 σ-理想. 不过, 分析
中最为重要的是如下两例.

• 可以将 Jordan 零测集中的有限和改为可数和, 这就成为Lebesgue
零测集

A 是 Lebesgue 零测集 ⇐⇒ inf


∞∑
i=1

m(Si) :

Si 是闭长方体,

A ⊆
∞∪
i=1

Si

 = 0

即 “面积为 0” 的那些集合 3 4.

• 在拓扑空间 X 上, 我们可以定义乏集 (meager)或第一纲集 (first
category) ,

A 是乏集 ⇐⇒ A =

∞∪
i=1

Fi, (Fi)
◦ = ∅

即乏集可以写成一些闭包没有内部的集合的并. 根据我们的经验, 乏
集就是 “到处都是洞” 的集合. 回忆习题6.37, 这说明完备距离度量
不是乏集, 也就是说, 乏集是真理想.

3稍有困难的是验证可数并, 对于一列零测集 {Aj}∞
j=1, 取 {Sj

i }
∞
i=1 使得

A
j ⊆

∞∪
i=1

S
j
i

∞∑
i=1

m(Si) <
ϵ

2i

这样, {Sj
i }i,j≥1 就满足

∞∪
j=1

A
j ⊆

∪
i,j≥1

S
j
i

∑
i,j≥1

m(Si) < ϵ

故
∪∞

j=1 Aj 是零测集.
4显然, Jordan 零测集必然是 Lebesgue 零测集, 但反之不然. 注意到, A 是 Jordan 零测集当且仅

当 A 是 Jordan 零测集, 因为闭包和有限并交换. 例如 Q 就不是 Jordan 零测集, 但是 Lebesgue 零
测集, 因为假设 Q = {ri}∞

i=1, 任意 ϵ > 0, 总可以作{ [
ri −

ϵ

2i+1
, ri +

ϵ

2i+1

] }
覆盖 Q. 这就是 Lebesgue 的测度理论的一个高明之处.
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这二者十分类似, 事实上, 一本同时介绍二者, 并加之比较的经典分析教材
是 [47]. 聪明的读者会发现, Lebesgue 测度相比 Jordan 测度完备在于将
有限和改为可数和, 求和这一操作是否可以向更高的基数推广? 答案是否
定的, 若指标集 I 标定的 {xi} ⊆ R≥0 的和是有限的, 则必然只有至多可
数个 xi > 0. 因为, 此时 En =

{
i ∈ I : xi ≥ 1

n

}
都是有限集, 否则和是无

限的, 则
∞∪

n=1

En = {i ∈ I : xi > 0}

是至多可数集.
习题13.5以及习题13.6介绍了网和滤子 . 这是拓扑空间中相当有用

的工具性语言. 滤子在 1935 年被 Garrett Birkhoff 提出, 用以替代 E. H.
Moore 和 H. L. Smith 在 1922 年发明的网的概念. 网相比滤子更直接一
些但是处理复杂, 滤子虽然比网抽象但是比网简单. 网能够更加直接地描
述极限, 例如 Riemann 积分是关于 “细分” 的极限 5, 以及用于定义无穷
求和号 6, [20] P15 到 P16 交界有一个对求和号的简短的说明.
在 (14.6)我们介绍了MacNeille 定理 ,这正是Dedekind 分割的推

广, 参见 [49]P17 附录. 我们指出, 证明中采用 X = L(U(X)) 和 U(L(X))

是一样的, 参见习题12.13, 故考虑上界集还是下界集是一致的. Dedekind
分割最初定义了分割 (cut)是 α ⊆ Q 满足

Cut1 α ̸= ∅, α ̸= Q
5具体来说, 考虑 f : [a, b] → R, 作集合

D = {(π, c) : π 是划分, c 是选择函数, 用于选择每个区间上的取值}

定义预序

(π, c) ≤ (π
′
, c

′
) : ⇐⇒ |π| ≤ |π′|

其中 |π| 是划分的区间长的最大者, 这成为一个有向集. 作网

{ξd}d∈D : ξd =
n∑

i=1

f(c(i)) d = ({xi}n
i=0, c)

此网的极限即 f 在 [a, b] 上的 Riemann 积分.
6 具体来说, 对于 X ⊆ R, 下面我们可以定义

∑
x∈X x. 记 X 的全体有限子集为 D, 这对于包含

关系构成一个有向集, 定义
∑

x∈X x 是网
[
D

S 7→
∑

x∈S x→ R
]
的极限. 注意到, 此时根据 Riemann

重排定理, 非绝对收敛的数列并不是此意义下的求和.
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Cut2 若 q < p ∈ α, 则 q ∈ α.

Cut3 若 p ∈ α, 则存在 r ∈ α 使得 p < r.

这和 MacNeille 定理的证明过程略有不同, 因为 Cut1 排除了 ±∞, 因为
Q 是全序集, 从而通过取补集就是一个上界集, 可知 Dedekind 分割和
MacNeille 所做的是一致的. Dedekind 分割的好处就是没有用到任何分析
的概念, 这被看成是代数的构造.
习题14.1介绍了Knaster–Tarski 不动点定理 , 这是习题2.14的一个

推广.
在 (14.11), 我们给出了模格的判定定理, 实际上分配格也有这样的定

理, 除了不含 N5, 还要求不含图14.3中的 M5. 直接而不自然的证明参见
P549 [25] §XIV.4.2, 自然而不直接的证明参见 [24] P109 §II.1.1 以及 P85
图 20.

N5:

1

0

c
a

b M5:

1

0

a b c

图 14.3: N5 和 M5

在习题14.5中我们介绍了Zassenhaus 定理 , 这有很多版本, 群论的
版本最容易被查找到, 例如参见 [13]§4.6.4. 至于为什么被称为蝴蝶引理,
这个称呼来自 Serge Lang, 想要看到蝴蝶的读者则需有足够的情趣, 例如
将那张图倒过来看.
习题14.4推广了代数中直和项的概念, 参见习题9.37. 习题中定义的性

质被称为相对 (relatively) 可补 , 参见 [17] §VIII.1.
习题14.7介绍的那种性质的环被称为半单环 . 半单环的具体例子如除

环 D 上的矩阵环 Mn(D), 事实上, 半单环通过 Artin-Wedderburn 定
理得以完全的刻画 —它们就是 Mn(D) 的有限直积. 参见 [25] P366 §IX.
3 或 [39] Chapter 1. 而这道题本身取自 [39] P31 Ex.§I.2.5. �
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逻辑符号

为了方便讨论, 数学家们定义一些常用的逻辑符号. 在本书中, 也是
多数文献中出现的逻辑符号与含义如下表所示:

符号 含义 其他记法

∀ 对于任意的 (for all)
∃ 存在 (exist)
∃! 存在唯一的 (unique) ∃!,∃|

s. t. 使得 (such that)
i. e. 即 (that is, in other word)
⇒ 所以, 蕴含 (imply)
⇐ 因为, 由于
⇐⇒ 当且仅当 (if and only if), 等价于 (are equivalent)
:= 定义为, 设为 (let be) △

=,
def
=

� Halmos 记号, 证毕 (Q.E.D.), 得解 ,J, ///
∵ 因为 (because)
∴ 所以 (therefore)
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字母表

以下是拉丁和希腊字母的各式字体, 供读者参考.

\mathscr
A A B B C C D D E E F F G G
H H I I J J K K L L M M N N
O O P P Q Q R R S S T T
U U V V W W X X Y Y Z Z

\mathfrak
Aa Aa Bb Bb Cc Cc Dd Dd Ee Ee Ff Ff Gg Gg
Hh Hh Ii Ii Jj Jj Kk Kk Ll Ll Mm Mm Nn Nn
Oo Oo Pp Pp Qq Qq Rr Rr Ss Ss Tt Tt
Uu Uu Vv Vv Ww Ww Xx Xx Yy Yy Zz Zz

\mathcal
A A B B C C D D E E F F G G
H H I I J J K K L L M M N N
O O P P Q Q R R S S T T
U U V V W W X X Y Y Z Z
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希腊字母表

Aα alpha Bβ beta Γγ gamma ∆δ delta
Eϵ, ε epsilon Zζ zeta Hη eta Θθ, ϑ theta

Iι iota Kκ,κ kappa Λλ lambda Mµ mu
Nν nu Ξξ xi Oo omicron Ππ,ϖ pi

Pρ, ϱ rho Σσ, ς sigma Tτ tau Υυ upsilon
Φϕ, φ phi Xχ chi Ψψ psi Ωω omega

其他字母拾遗

∇ nabla ℵ aleph 0 mho ⨿ coproduct
Ϝ digamma i beta ג gimel k daleth

其他记号

x′ prime x♭ flat x♯ sharp
x♮ natural x† dagger x‡ double dagger
x̄ bar x̂ hat x̌ check
x̃ tilde ẋ dot ẍ double dot
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